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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé

F (X) = 0, (1)

ãäå F (X) = (f1(x1, x2, . . . , xn), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn))
> � âåêòîð ïîëèíîìîâ âèäà

fi(x1, x2, . . . , xn) =

K1∑
k1=0

K2∑
k2=0

. . .
Kn∑

kn=0

a(i)k1k2...knx
k1
1 x

k2
2 . . . xknn . (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P = (pj) ∈ Rl, ãäå l = n(K1 + 1) · · · (Kn + 1), âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ
ïîëèíîìîâ (2). Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî pj ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî
èíòåðâàëà pj, ò. å. pj ∈ pj. Ðàññìàòðèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (2) êàê ôóíêöèè ϕi(X,P ),
çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííîé X = (xi) è ïàðàìåòðà P = (pj), ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ èç
çàäàííîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà P = (pj), çàïèøåì ñèñòåìó (1) â âèäå

Φ(X,P ) = 0 èëè ϕi(X,P ) = 0, i = 1, . . . , n. (3)

Âîçüì¼ì èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (3) ïî pj ∈ pj, ïîëó÷èì
ñèñòåìó èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé

Φ(X,P ) = 0 èëè ϕi(X,P ) = 0, i = 1, . . . , n, (4)

ãäå ϕi(X,P ) � èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè ϕi(X,P ) íà áðóñå P .
Ïîä èíòåðâàëüíûì ïîëèíîìîì ϕi(X,P ) áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ

ïîëèíîìîâ ϕi(X,P ) ñ êîýôôèöèåíòàìè P ∈ P .
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Φ(X,P ) = 0 îïðåäåëèì êàê

Ξ(Φ,P ) = {X ∈ Rn | (∃P ∈ P ) (Φ(X,P ) = 0)}. (5)

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü çàäà÷è:

• âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ò.å. íàõîæäåíèÿ ïî-âîçìîæíîñòè
íàèìåíüøåãî áðóñà (ò. å. ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè,
ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì) V ⊇ Ξ(Φ,P ),

• âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ò. å. íàõîæäåíèÿ ïî-âîçìîæíîñòè
íàèáîëüøåãî áðóñà U ⊆ Ξ(Φ,P ).
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2 Âíåøíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé èíòåðâàëüíîãî

ïîëèíîìà íà çàäàííîì áðóñå

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n îäíîé ïåðåìåííîé x ñ
èíòåðâàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai, i = 0, . . . , n. Èçâåñòíî, ÷òî äàííûé ïîëèíîì ìîæíî
îãðàíè÷èòü äâóìÿ âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè

f l(x) =
n∑

i=0

lower(ai, x, i) è fu(x) =
n∑

i=0

upper(ai, x, i), (6)

ãäå

lower(ai, x, i) =

{
aix

i, åñëè x ≥ 0 èëè i ÷åòíîå,

aix
i, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

upper(ai, x, i) =

{
aix

i, åñëè x ≥ 0 èëè i ÷åòíîå,

aix
i, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âíåøíþþ îöåíêó ìíîæåñòâà çíà÷åíèé èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà f(x) íà èíòåðâàëå x ∈
IR ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ýòîãî èíòåðâàëà âìåñòî ïåðåìåííîé x è
âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè. Îäíàêî âñëåäñòâèå
ýôôåêòà çàâèñèìîñòè è ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèé ïîëó÷åííàÿ îöåíêà áóäåò äîñòàòî÷íî
ãðóáîé. ×òîáû óëó÷øèòü êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿ, âû÷èñëèì èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ f l(x)
è fu(x) ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå x, èñïîëüçóÿ ñõåìó
Ãîðíåðà. Â êà÷åñòâå âíåøíåé îöåíêè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïîëèíîìà f(x) íà x âîçüì¼ì
èíòåðâàë

f(x) = [ f l(x),f
u
(x) ]. (7)

Âíåøíåå îöåíèâàíèå îáëàñòè çíà÷åíèé ïîëèíîìà n ïåðåìåííûõ

f(x1, x2, . . . , xn) =

K1∑
k1=0

K2∑
k2=0

. . .
Kn∑

kn=0

ak1k2...knx
k1
1 x

k2
2 . . . xknn (8)

ñ èíòåðâàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ak1k2...kn ∈ IR íà áðóñå X = (x1, . . . ,xn) ìîæíî ñâåñòè
ê ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ ïîëèíîìà îäíîé ïåðåìåííîé, åñëè ïðåäñòàâèòü ïîëèíîì
(8) â òàê íàçûâàåìîé âëîæåííîé ôîðìå [1]. Íàïðèìåð, ïîëèíîì f(x1, x2) äâóõ ïåðåìåííûõ
çàïèøåì â âèäå ïîëèíîìà ïåðåìåííîé x2

q(x2) = q0(x1) + . . .+ qk2(x1) · x
k2
2 + . . .+ qK2

(x1) · xKn
2 , (9)

êîýôôèöèåíòû qk2(x1), k2 = 1, . . . , K2, êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûìè ïîëèíîìàìè
ïåðåìåííîé x1.

Äàëåå âû÷èñëèì âíåøíèå îöåíêè qk2(x1) ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ïîëèíîìîâ qk2(x1) íà
èíòåðâàëå x1, èñïîëüçóÿ (6) è (7). Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå èíòåðâàëû â (9), ïîëó÷èì
èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì q(x2) =

∑K2

k2=0 qk2(x1) · xk22 . Â ðåçóëüòàòå âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ
ïîëèíîìà q(x2) íà èíòåðâàëå x2 ïîëó÷èì èíòåðâàë q(x2), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé
îöåíêîé èñõîäíîãî èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà f(x1, x2) íà áðóñå X = (x1,x2)

>.
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3 Èíòåðâàëüíûå êîðíè èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà îäíîé

ïåðåìåííîé

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíîå ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå

f(x) = 0 èëè a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = 0, (10)

ãäå ai ∈ IR, i = 0, 1, . . . , n.
Èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì f(x) ìîæíî îãðàíè÷èòü âåùåñòâåííûìè ïîëèíîìàìè f l(x)

è fu(x), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (6). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî x̂ ∈ R, òàêîå ÷òî 0 ∈
[ f l(x̂), fu(x̂) ]. Èíòåðâàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (10) îïðåäåëèì êàê íàèáîëüøèé èíòåðâàë
q, ñîäåðæàùèé x̂, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ q èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

0 ∈ [ f l(x), fu(x) ].

Èíòåðâàëüíûé êîðåíü q ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èíòåðâàëîì [q1, q2], êàê âûðîæäåííûì,
òàê è íåâûðîæäåííûì, ïîëóáåñêîíå÷íûì èíòåðâàëîì (−∞, q3] èëè [q4,+∞), à òàêæå âñåì
ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà qi, i = 1, . . . , 4, ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìîâ f l(x) è fu(x), îãðàíè÷èâàþùèõ èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì f(x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîëèíîìîâ f l(x) è fu(x) íàéäåíû âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè.
Ïóñòü ñðåäè íàéäåííûõ êîðíåé k ðàçëè÷íûõ. Çàïèøåì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ

q1 < . . . < qj < . . . < qk. (11)

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëû

q1 = (−∞, q1], . . . , qj = [qj−1, qj], . . . , qk+1 = [qk,+∞).

Íåâûðîæäåííûé èíòåðâàë qj, j = 1, . . . , k + 1 ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ
(10), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè q, ïðèíàäëåæàùåé âíóòðåííîñòè èíòåðâàëà qj, ñïðàâåäëèâî

0 ∈ [ f l(q), fu(q) ].

Âûðîæäåííûé èíòåðâàë [qj, qj], j = 1, . . . , k ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ
(10), åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê q′ è q′′, ïðèíàäëåæàùèõ âíóòðåííîñòÿì èíòåðâàëîâ qj è qj+1

ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâåäëèâî

0 /∈ [ f l(q′), fu(q′) ] è 0 /∈ [ f l(q′′), fu(q′′) ].

Îáúåäèíåíèå èíòåðâàëüíûõ êîðíåé ïîëèíîìà f(x) ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé îöåíêîé
ìíîæåñòâà ðåøåíèé

Ξ(f ,a) = {x ∈ R | (∃a ∈ a) (a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = 0)}

èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåðâàëüíûõ êîðíåé èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(10) ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Øàã 1. Âû÷èñëÿåì êîðíè âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìîâ f l(x) è fu(x). Ïðèñâàèâàåì

êîìïîíåíòàì âåêòîðà Q = (qj) íàéäåííûå ðàçëè÷íûå êîðíè òàê, ÷òî q1 < q2 < . . . <
qk, ãäå k � äëèíà âåêòîðà Q. Èíèöèàëèçèðóåì ïóñòûå ñïèñêè L1 è L2.
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Øàã 2. Åñëè k = 0 è 0 ∈ [ f l(q), fu(q) ], ãäå q ∈ R, òî èíòåðâàëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, ïîýòîìó â ñïèñîê L1 çàíîñèì èíòåðâàë (−∞,+∞). Åñëè
k = 0 è 0 /∈ [ f l(q), fu(q) ], ãäå q ∈ R, òî óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé è ñïèñîê L1

îñòàåòñÿ ïóñòûì.

Øàã 3. Åñëè k 6= 0, çàíîñèì â ñïèñîê L2 èíòåðâàëû q1 = (−∞, q1], q2 = [q1, q2], . . . , qk =
[qk−1, qk], qk+1 = [qk,+∞). Ïðèñâàèâàåì j := 1, m := 0.

Øàã 4. Åñëè j > k+1, òî çàêàí÷èâàåì ðàáîòó àëãîðèòìà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èçâëåêàåì

j-óþ çàïèñü èç ñïèñêà L2. Åñëè j = 1, òî q := q1−θ, ãäå θ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Åñëè j = k + 1, òî q := qk + ϑ, ãäå ϑ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè

j 6= 1 è j 6= k + 1, òî q := 1
2
(qj−1 + qj).

Øàã 5. Åñëè m = 0 è 0 /∈ [ f l(q), fu(q) ], òî â ñïèñîê L1 çàíîñèì â êà÷åñòâå ïåðâîé çàïèñè

âûðîæäåííûé èíòåðâàë [qj, qj]. Åñëè m = 0 è 0 ∈ [ f l(q), fu(q) ], òî â ñïèñîê L1

çàíîñèì â êà÷åñòâå ïåðâîé çàïèñè èíòåðâàë q1. Ïðèñâàèâàåì j := j + 1, m := m + 1
è ïåðåõîäèì íà øàã 4.

Øàã 6. Åñëèm 6= 0 è 0 /∈ [ f l(q), fu(q) ], òî ïðèñâàèâàåìm := m+1 è çàíîñèì â ñïèñîê L1 â

êà÷åñòâå m-îé çàïèñè âûðîæäåííûé èíòåðâàë [qj, qj]. Åñëè m 6= 0 è 0 ∈ [ f l(q), fu(q) ],
òî èç ñïèñêà L1 èçâëåêàåì m-óþ çàïèñü. Åñëè èçâëå÷¼ííûé èíòåðâàë r ÿâëÿåòñÿ

âûðîæäåííûì, òî â ñïèñêå L1 ìåíÿåì m-óþ çàïèñü íà èíòåðâàë qj, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå � íà èíòåðâàë [ r, qj ]. Ïðèñâàèâàåì j := j + 1 è ïåðåõîäèì íà øàã 4.

4 Âíåøíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû

èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà (5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíòåðâàëüíûé ìåòîä
Íüþòîíà [2]-[4]. Ïóñòü X = x1 × . . . × xn ∈ IRn áðóñ, íà êîòîðîì áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
ñèñòåìû (4). Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ìåòîäà Íüþòîíà íà îñíîâå íàêëîíîâ îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì{

X(0) :=X,

X(k+1) :=X(k) ⋂ N (X(k),X(k),P ), k = 0, 1, 2, . . . ,
(12)

ãäå N (X(k),X(k),P ) = X̃ + Encl (Φ∠(X(k),P , X(k)),−Φ(X̃,P )), X̃ ∈ X, X(k) � ñåðåäèíà
áðóñà X(k), Φ∠(X(k),P , X(k)) � èíòåðâàëüíûé íàêëîí ôóíêöèè Φ(X,P ) íà áðóñå X(k)×P
îòíîñèòåëüíî òî÷êè X(k), Encl (Φ∠(X(k),P , X(k)) � âíåøíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé
èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

Φ∠(X(k),P , X(k)) (X −X(k)) = −Φ(X(k),P ),

ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïðîöåäóðû Encl.
Êîìïîíåíòàìè èíòåðâàëüíîãî íàêëîíà Φ∠(X,P , X̃) ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå ïîëèíîìû

ϕ∠i (X,P , X̃), i = 1, . . . , n, ÿâëÿþùèåñÿ èíòåðâàëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè âåùåñòâåííûõ
íàêëîíîâ ϕ∠i (X,P, X̃) íà áðóñå X × P . Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ çàìåíèì êîýôôèöèåíòû
ïîëèíîìîâ ϕ∠i (X,P, X̃) èíòåðâàëàìè èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Äàëåå âû÷èñëèì âíåøíþþ
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îöåíêó ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïîëó÷åííîãî èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà íà áðóñå X. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó îöåíèâàíèÿ, ïðåäëîæåííóþ â �2.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (12) ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà ðàññòîÿíèå ìåæäó X(k) è
X(k+1) íå ìåíüøå íåêîòîðîé ìàëîé âåëè÷èíû δ > 0. Â êà÷åñòâå ïðîöåäóðû Encl ðåøåíèÿ
èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4) ïðèìåíÿåì ìåòîä Õàíñåíà-Ñåíãóïòû [5].

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãîìåðíûé ìåòîä Íüþòîíà ðàáîòàåò ýôôåêòèâíî ëèøü íà ìàëûõ
èñõîäíûõ áðóñàõ. Åñëè æå èñõîäíûé áðóñ X èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøèå ðàçìåðû, òî
ìåòîä, êàê ïðàâèëî, íå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ñóæåíèþ ýòîãî áðóñà. Âû÷èñëåííûé
íà áîëüøîì áðóñå X èíòåðâàëüíûé íàêëîí Φ∠(X,P , X̃) ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ îñîáåííîé
ìàòðèöåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà ìîæåò íå ïðèâåñòè ê æåëàåìîìó
ðåçóëüòàòó. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ ìåòîäîì Íüþòîíà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ìåòîä
ðàñïðîñòðàíåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà îñíîâå àíàëèçà ñîâìåñòíîñòè ïî áðóñó [4].

Ðàññìîòðèì i�å, i = 1, . . . , n, óðàâíåíèå ñèñòåìû (4)

ϕi(X,P ) = 0. (13)

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ xj, j = 1, . . . , n, è çàìåíèì â óðàâíåíèè (13) âñå
íåèçâåñòíûå, êðîìå xj, èíòåðâàëàìè èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Òîãäà óðàâíåíèå (13) ïðèìåò
âèä èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

qi(xj) = 0 (14)

ñòåïåíè Kj îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé xj. Êîýôôèöèåíòû èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà
qi(xj) âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â �2. Äàëåå, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì,
ïðåäëîæåííûé â �3, âû÷èñëèì èíòåðâàëüíûå êîðíè r1, . . . , rm óðàâíåíèÿ (14) è íàéä¼ì èõ
ïåðåñå÷åíèÿ ñ j-îé êîìïîíåíòîé xj èñõîäíîãî áðóñà X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wj îáúåäèíåíèå
ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå âíåøíåé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (14)
íà èíòåðâàëå xj ìîæíî âçÿòü èíòåðâàëüíóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà Wj. Î÷åâèäíî, áðóñ

X̂ = (x1, . . . ,xj−1, �Wj,xj−1, . . . ,xn) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (4) è â ñëó÷àå

X̂ ⊂ X ÿâëÿåòñÿ åãî áîëåå òî÷íîé âíåøíåé îöåíêîé. Ïðîöåäóðó àíàëèçà ñîâìåñòíîñòè
ïî áðóñó ìîæíî ïðèìåíèòü êî âñåì óðàâíåíèÿì è íåèçâåñòíûì ñèñòåìû, îðãàíèçîâàâ
öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ èõ ïåðåáîðà.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè îïèñàííûõ âûøå ìåòîäîâ áóäåì äðîáèòü èñõîäíûé
áðóñ íà áîëåå ìåëêèå ïîäáðóñû. Ïîäáðóñû, ïîëó÷åííûå ïðè äðîáëåíèè, áóäåì õðàíèòü
â ðàáî÷åì ñïèñêå L, â êîòîðûé èçíà÷àëüíî çàïèñûâàåì áðóñ X. Íà êàæäîì øàãå
àëãîðèòìà áóäåì ïîäâåðãàòü äðîáëåíèþ áðóñ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé çàïèñüþ â ñïèñêå
L. Îáîçíà÷èì ýòîò áðóñ ÷åðåç Z = (zi). Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ øèðèíà êîìïîíåíò áðóñà Z
íå ìåíüøå çàäàííîé ìàëîé âåëè÷èíû ε > 0, òî äðîáèì áðóñ Z íà äâà ïîäáðóñà Z ′ è Z ′′,
ðàçáèâàÿ îäíó èç åãî êîìïîíåíò ïîïîëàì.

Íàèáîëüøåå óñå÷åíèå áðóñà Z ñëåäóåò îæèäàòü ïî òîé êîìïîíåíòå, êîòîðàÿ èìååò
äîñòàòî÷íî áîëüøóþ øèðèíó è èçìåíåíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê íàèáîëüøåìó èçìåíåíèþ
ôóíêöèè Φ(X,P ). Ïîýòîìó áóäåì ïðîèçâîäèòü äðîáëåíèå áðóñà Z ïî êîìïîíåíòå, äëÿ
êîòîðîé ìàêñèìàëüíà âåëè÷èíà

widzj ·
n∑

i=1

|ϕ∠ij(Z,P , Z̃) |,
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ãäå Z̃ = mid Z. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

wid zs ·
n∑

i=1

|ϕ∠is(Z,P , Z̃) | = max
1≤j≤n

{
wid zj ·

n∑
i=1

|ϕ∠ij(Z,P , Z̃) |

}
,

òî

Z ′ = z1 × . . .× zs−1 × [ zs,mid zs ]× zs+1 × . . .× zn, (15)

Z ′′ = z1 × . . .× zs−1 × [ mid zs, zs ]× zs+1 × . . .× zn. (16)

Ê êàæäîìó èç áðóñîâ Z ′ è Z ′′ ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ñæàòèÿ, êîòîðóþ îïèøåì
íèæå. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîöåäóðû áðóñû ïîìåùàåì â ñïèñîê L. Óäàëÿåì
ïåðâóþ çàïèñü èç ñïèñêà L, ïîñëå ÷åãî ïîâòîðÿåì îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ äðîáëåíèÿ.
Áðóñû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ èìåþò øèðèíó, ìåíüøóþ ε, íå ïîäâåðãàþòñÿ äàëüíåéøåìó
äðîáëåíèþ. Èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà âñåõ òàêèõ áðóñîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû
àëãîðèòìà, ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé îöåíêîé V ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ
óðàâíåíèé (4).

Îïèøåì òåïåðü ïðîöåäóðó ñæàòèÿ áðóñà, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Y . Ïåðåä òåì,
êàê ïûòàòüñÿ óìåíüøèòü ðàçìåðû áðóñà Y ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî òðóäî¼ìêèõ ìåòîäîâ
Íüþòîíà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ îãðàíè÷åíèé, èìååò ñìûñë âûïîëíèòü ïðîâåðêó, ñîäåðæèò
ëè ýòîò áðóñ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4). Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåðêè â ñëó÷àå
íåñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íà áðóñå Y ìîæíî èñêëþ÷èòü äàííûé áðóñ èç ðàññìîòðåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî i�îå, i = 1, . . . , n, óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) íå èìååò ðåøåíèé íà
áðóñå Y , åñëè ìíîæåñòâî ran (ϕi,Y ,P ) çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕi(X,P ) íà áðóñå Y × P íå
ñîäåðæèò íóëÿ, ò. å. 0 /∈ ran (ϕi,Y ,P ). Íàéòè òî÷íûå ãðàíèöû ìíîæåñòâà ran (ϕi,Y ,P )
äîñòàòî÷íî çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó áóäåì èñêàòü âíåøíþþ îöåíêó ýòîãî ìíîæåñòâà,
â êà÷åñòâå êîòîðîé âîçüì¼ì èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëèíîìà ϕi(X,P ) íà áðóñå Y .
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ϕi(Y ,P ) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó,
ïðåäëîæåííóþ â �2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ Φ(Y ,P )
íå ñîäåðæèò 0, òî áðóñ Y ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ê
áðóñó Y ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó àíàëèçà ñîâìåñòíîñòè è ìíîãîìåðíûé èíòåðâàëüíûé ìåòîä
Íüþòîíà.

5 Âíóòðåííÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû

èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âíóòðåííåé îöåíêè ìíîæåñòâà Ξ(Φ,P ) íà áðóñå X èñïîëüçóåì ïîäõîä,
ïðåäëîæåííûé â [6, 7] äëÿ âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé íåîòðèöàòåëüíûõ
èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïóñòü X∗ = (x∗1, . . . , x

∗
n) ∈ X, íàïðèìåð, X∗ = mid X.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó X∗ ïàðàëëåëüíî îñè Oxk, 1 ≤ k ≤ n,

xj = x∗j , j = 1, . . . , n, j 6= k. (17)

Íàéä¼ì ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé (17) ñ ìíîæåñòâîì Ξ(Φ,P )
⋂
X. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì (17)

â (4), ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îäíîé
ïåðåìåííîé xk

ϕi(x
∗
1, . . . , x

∗
k−1, xk, x

∗
k+1, . . . , x

∗
n,P ) = 0, i = 1, . . . , n. (18)
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Äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (18) âû÷èñëèì èíòåðâàëüíûå êîðíè, èñïîëüçóÿ

àëãîðèòì, îïèñàííûé â �3. Ïóñòü r
(1)
ki , . . . , r

(m)
ki � èíòåðâàëüíûå êîðíè i-ãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû (18). Íàéä¼ì ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ êîðíåé ñ k-îé êîìïîíåíòîé áðóñà X. Ïîëó÷èì

s (s ≤ m) èíòåðâàëîâ r̃
(1)
ki , . . . , r̃

(s)
ki , îáúåäèíåíèå êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç Rki. Ìíîæåñòâî

Rk ðåøåíèé ñèñòåìû (18) íàõîäèì â âèäå

Rk =
n⋂

i=1

Rki. (19)

Åñëè Rk = ∅ äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, òî ìîæíî âûáðàòü äðóãóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó
X∗, íàïðèìåð, ðåøåíèå òî÷å÷íîé ñèñòåìû Φ(X,mid P ) = 0 íà áðóñå X, êîòîðîå
íàõîäèì, èñïîëüçóÿ ìåòîä Íüþòîíà. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Rk 6= ∅ è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èíòåðâàë èëè îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ. Âûáåðåì ñðåäè íèõ èíòåðâàë ñ íàèáîëüøåé
øèðèíîé è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç rk.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê ïðÿìîé (17), îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèÿìè

rk ≤ xk ≤ rk, xj = x∗j , j 6= k.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d èíòåðâàë [rk+ε, rk−ε], ãäå 0 < ε < mid d. Â êà÷åñòâå k-îé êîìïîíåíòû
áðóñà U âîçüì¼ì èíòåðâàë d, ò. å. uk = d. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû uj, j = 1, n, j 6= k, ýòîãî
áðóñà íàõîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëèì îòðåçêè ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè
A(x∗1, . . . , x

∗
k−1, d, x

∗
k+1, . . . , x

∗
n) è B(x∗1, . . . , x

∗
k−1, d, x

∗
k+1, . . . , x

∗
n) ïàðàëëåëüíî j-îé, j = 1, n,

j 6= k, îñè êîîðäèíàò è ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó Ξ(Φ,P )
⋂
X. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì

êîîðäèíàòû al, ãäå l 6= j, òî÷êè A â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4), ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåðâàëüíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé xj

ϕi(a1, . . . , aj−1, xj, aj+1, . . . , an,P ) = 0, i = 1, . . . , n. (20)

Äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (20) âû÷èñëèì èíòåðâàëüíûé êîðåíü, ñîäåðæàùèé

òî÷êó aj. Íàéä¼ì ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç d
(1)
j .

Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷êè B ïîëó÷èì èíòåðâàëû d
(2)
j . Èñêîìûå êîìïîíåíòû uj, j = 1, n,

j 6= k, áðóñà U ðàâíû

uj = [max{d(1)
j ,d

(2)
j }, min{d(1)

j ,d
(2)

j }].

Ïîëó÷åííûé áðóñ U ⊆ Ξ(Φ,P ), ò. å. ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ñèñòåìû (4).
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