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В работе показано существование и единственность на заданном отрезке клас-
сического решения задачи Коши и задачи Шоуолтера для некоторых полулиней-
ных уравнений соболевского типа. Абстрактные результаты использованы при рас-
смотрении начально-краевой задачи для системы уравнений фазового поля.

Введение. Пусть U, F – банаховы пространства, оператор L : U → F линеен и
непрерывен, kerL 6= {0}, оператор M : domM → F линеен, замкнут и плотно определен
в U, N : [t0, T ]× U→ F – нелинейный оператор. Рассмотрим задачу Коши

u(t0) = u0 (1)

для уравнения
Lu̇(t) = Mu(t) +N(t, u(t)), t ∈ [t0, T ], (2)

не разрешенного относительно производной. В рамках этой задачи исследуются це-
лые классы начально-краевых задач для уравнений или систем уравнений в частных
производных, возникающих при математическом моделировании в естественных и тех-
нических науках [1 – 3].

Существование локальных решений задачи (1) для различных классов уравнения
(2), как правило, с оператором N , не зависящим от t, гладким в смысле Фреше по пе-
ременной u, посвящены многие работы Г. А. Свиридюка и его учеников (см., например,
[1, 2, 4] и ссылки там же). В них в частности замечено, что в случае kerL 6= {0} задача
(1), (2) разрешима лишь при начальных значениях u0, взятых из некоторого многооб-
разия в U, так называемого фазового пространства уравнения (2), и большое внимание
уделено исследованию морфологии этого многообразия.

В данной работе говорить о фазовых пространствах сложно в силу нестационарности
рассматриваемых уравнений. Нужно отметить, что в отличие от работ предшествен-
ников получены новые результаты о существовании и единственности нелокального
классического решения уравнения (2), в котором ядро оператора L содержит векто-
ры, имеющие цепочки M -присоединенных векторов. Ранее подобные результаты были
получены одним из авторов в работах [5, 6], касающихся локальной разрешимости урав-
нения (2), и авторами в работе [7] о нелокальной разрешимости уравнения (2) в смысле
сильных решений.

Методы исследования в данной работе представляют собой одновременное исполь-
зование теории вырожденных полугрупп операторов [8 – 10] и результатов A. Pazy [11]
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о разрешимости полулинейного уравнения

u̇(t) = Su(t) +R(t, u(t)), t ∈ [t0, T ],

разрешенного относительно производной.
Полученные абстрактные результаты использованы при исследовании начально-

краевых задач для системы уравнений фазового поля.
1. Сильно (L, p)-радиальные операторы. Сформулируем некоторые определе-

ния и результаты, необходимые для дальнейшего.
Пусть U, F – банаховы пространства. Через L(U;F) будем обозначать банахово про-

странство линейных непрерывных операторов, действующих из U в F. Если F = U, то
обозначение сократится до L(U). Множество линейных замкнутых операторов с обла-
стями определения, плотными в пространстве U, действующих в F, будем обозначать
Cl(U;F). Множество операторов Cl(U;U) обозначим через Cl(U).

Всюду в дальнейшем предполагаем, что операторы L ∈ L(U;F), M ∈ Cl(U;F).
Обозначим ρL(M) = {µ ∈ C : (µL − M)−1 ∈ L(F;U)}, RL

µ(M) = (µL − M)−1L,
LLµ(M) = L(µL−M)−1, N0 = N ∪ {0}, R+ = {a ∈ R : a ≥ 0}.

Определение 1. Пусть p ∈ N0. Оператор M называется сильно (L, p)-радиальным,
если

(i) ∃a ∈ R (a,+∞) ⊂ ρL(M);
(ii) ∃K > 0 ∀µ ∈ (a,+∞) ∀n ∈ N

max{‖(RL
µ(M))n(p+1)‖L(U), ‖(LLµ(M))n(p+1)‖L(F)} ≤

K

(µ− a)n(p+1)
;

(iii) существует плотный в F линеал
◦
F, такой, что

‖M(µL−M)−1(LLµ(M))p+1f‖F ≤
const(f)

(µ− a)p+2
∀f ∈

◦
F

при любом µ ∈ (a,+∞);
(iv) для любого µ ∈ (a,+∞)

‖(RL
µ(M))p+1(µL−M)−1‖L(F;U) ≤

K

(µ− a)p+2
.

Замечание 1. Эквивалентность этого, более простого определения сильной (L, p)-
радиальности и того, которое было использовано в [8, 9], доказана в [12].

Обозначим через U0 (F0) ядро ker(RL
µ(M))p+1 (ker(LLµ(M))p+1), а через U1 (F1) –

замыкание линеала im(RL
µ(M))p+1 (im(LLµ(M))p+1) в норме пространства U (F). Через

Mk (Lk) будем обозначать сужение оператора M (L) на domMk = Uk ∩ domM (Uk),
k = 0, 1.

Теорема 1 [8, 9]. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Тогда
(i) U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕ F1;
(ii) Lk ∈ L(Uk;Fk), Mk ∈ Cl(Uk;Fk), k = 0, 1;
(iii) существуют операторы M−1

0 ∈ L(F0;U0) и L−11 ∈ L(F1;U1);
(iv) оператор H = M−1

0 L0 нильпотентен степени не больше p ;
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(v) cуществует вырожденная сильно непрерывная полугруппа операторов {U t ∈
L(U) : t ∈ R+}, разрешающая уравнение Lu̇ = Mu ;

(vi) оператор L−11 M1 ∈ Cl(U1) является инфинитезимальным генератором C0-

непрерывной полугруппы {U t
1 = U t

∣∣∣∣
U1

∈ L(U1) : t ∈ R+}.

Замечание 2. Проектор вдоль U0 на U1 (вдоль F0 на F1) имеет вид

P = s- lim
µ→+∞

(µRL
µ(M))p+1, (Q = s- lim

µ→+∞
(µLLµ(M))p+1). (3)

Обозначим также I − Q = Q0. При доказательстве утверждения (ii) используется тот
важный для дальнейшего факт, что в условиях теоремы 1 выполняются равенстваQL =
LP , QMu = MPu для u ∈ domM .

2. Существование и единственность нелокального решения.
Рассмотрим задачу Коши для полулинейного уравнения с вырожденным оператором

при производной
Lu̇(t) = Mu(t) +N(t, u(t)), (4)

u(t0) = u0, (5)

где L ∈ L(U;F), M ∈ Cl(U;F), N : [t0, T ]× U→ F – нелинейный оператор.
Определение 2. Решением задачи (4), (5) на отрезке [t0, T ] назовем такую функцию

u ∈ C1([t0, T ];U), удовлетворяющую условию (5), что при всех t ∈ [t0, T ] выполняется
u(t) ∈ domM и справедливо равенство (4).

Теорема 3. Пусть оператор M сильно (L, 0)-радиален, оператор QN : [t0, T ]×U→
F1 непрерывно дифференцируем, для любых (t, u) ∈ [t0, T ] × U выполняется равенство
N(t, u) = N(t, Pu), u0 ∈ domM ,

(I − P )u0 = −M−1
0 (I −Q)N(t0, Pu0). (6)

Тогда задача (4), (5) имеет единственное решение u ∈ C1([t0, T ];U).
Для уравнений вида (4) часто более естественной является не задача Коши, а задача

с начальным условием
Pu(t0) = u0 (7)

(см., например, [9, 13]), в которой в начальный момент времени задается значение не
всего решения, а только его проекции на образ разрешающей полугруппы. Для разре-
шимости такой задачи условие согласования (6) не является необходимым.

Теорема 4. Пусть оператор M сильно (L, 0)-радиален, оператор QN : [t0, T ]×U→
F1 непрерывно дифференцируем, для любых (t, u) ∈ [t0, T ] × U выполняется равенство
N(t, u) = N(t, Pu). Тогда для любого u0 ∈ domM ∩U1 задача (4), (7) имеет единствен-
ное решение u ∈ C1([t0, T ];U).

3. Пример. Пусть Ω ⊂ Rs – ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞,
λ, β, θ ∈ R. Рассмотрим начально-краевую задачу

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (8)

θ
∂u

∂n
(x, t) + (1− θ)u(x, t) = θ

∂v

∂n
(x, t) + (1− θ)v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [t0, T ], (9)

для системы уравнений

ut(x, t) = ∆u(x, t)−∆v(x, t) + f(t, x, u), (x, t) ∈ Ω× [t0, T ], (10)



4 П.Н. Давыдов, М.В. Плеханова, В.Е. Федоров

∆v(x, t) + βv(x, t) + u(x, t) + g(t, x, u) = 0, (x, t) ∈ Ω× [t0, T ]. (11)

Системы такого вида встречаются, например, при моделировании фазовых переходов
первого рода в предположении, что время релаксации равно 0 [14, 15].

Положим при некотором m ∈ {0} ∪ N

Hm+2
θ (Ω) =

{
w∈Hm+2(Ω) :

(
θ
∂

∂n
+ (1− θ)

)
w(x) = 0, x ∈ ∂Ω

}
,

U = F = (Hm(Ω))2, domM = (Hm+2
θ (Ω))2, (12)

L =

(
I O
O O

)
∈ L(U), M =

(
∆ −∆
I βI + ∆

)
∈ Cl(U). (13)

Обозначим Aw = ∆w, domA = Hm+2
θ (Ω) ⊂ Hm(Ω). Через {ϕk : k ∈ N} обозначим ор-

тонормированные в смысле скалярного произведения 〈·, ·〉 в Hm(Ω) собственные функ-
ции оператора A, занумерованные по невозрастанию собственных значений {λk : k ∈ N}
с учетом их кратности.

Теорема 6. Пусть пространства и операторы заданы формулами (12), (13), −β /∈
σ(A). Тогда оператор M сильно (L, 0)-радиален,

P =

(
I O

−(β + A)−1 O

)
, Q =

∞∑
k=1

(
I A(β + A)−1

O O

)
,

U0 = {0}×Hm(Ω), U1 = {(u, v) ∈ (Hm(Ω))2 : v = −(β+A)−1u}, F0 = {(u, v) ∈ (Hm(Ω))2 :
u = −A(β + A)−1v}, F1 = Hm(Ω)× {0}.

По размерности пространтва s ∈ N выберем минимальное число m ∈ N, такое, что
2m > s. Тогда Hm(Ω) непрерывно вложено в C(Ω).

Теорема 8. Пусть Ω ⊂ R5, f, g ∈ C1,3,4([t0, T ]×Ω×R). Тогда для любого u0 ∈ H5
θ (Ω)

существует единственное решение u ∈ C1([t0, T ]; (H3(Ω))2) задачи (8) — (11).
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