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Ïîñòðîåíà èåðàðõèÿ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà âåðòèêàëüíîãî òóðáó-
ëåíòíîãî îáìåíà â ñòðàòèôèöèðîâàííîì âîäîåìå. Âûïîëíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðî-
âàíèå çàãëóáëåíèÿ ïåðåìåøàííîãî ñëîÿ â ëèíåéíî ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè
ïîä äåéñòâèåì âåòðîâîé íàãðóçêè. Îñóùåñòâëåíî ñîïîñòàâëåíèå ñ èçâåñòíûìè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óñîâåðøåíñòâîâàííûõ
ïðåäñòàâëåíèé äèñïåðñèè ôëóêòóàöèé âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîçâî-
ëÿåò äàòü áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå ïðîöåññà çàãëóáëåíèÿ ïåðåìåøàííîãî ñëîÿ.
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ýòîé âåëè÷èíû
ëó÷øå îòðàæàåò àíèçîòðîïèþ òóðáóëåíòíîãî îáìåíà.

1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
Ïðè èññëåäîâàíèè ãèäðîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â óñòîé÷èâî ñòðàòèôèöèðîâàííîì

âîäîåìå èñïîëüçóþòñÿ óïðîùåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ îñðåäíåííîå äâèæåíèå îïèñû-
âàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂ U

∂ t
= ν

∂2U

∂ z2
− ∂

∂ z
〈u′ w′〉 , (1)

∂ S

∂ t
= χ

∂2S

∂ z2
− ∂

∂ z
〈S ′ w′〉 . (2)

Çäåñü U � ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà îñðåäíåííîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ; S � îñðåä-
íåííàÿ ñîëåíîñòü; øòðèõàìè îáîçíà÷åíû ïóëüñàöèîííûå ñîñòàâëÿþùèå; ν è χ � êî-
ýôôèöèåíòû ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè è äèôôóçèè; z � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà; t �
âðåìÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(2) íåçàìêíóòà. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè æèäêîñòè ρ îò
ñîëåíîñòè çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ρ(S) = ρ0 + αS.

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé , ïðîåêò
� 09-05-01149, à òàêæå ìåæäèñöèïëèíàðíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ � 23.
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Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû ìîäåëåé.
Áàçîâàÿ ìîäåëü: èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáó-

ëåíòíîñòè e è ñêîðîñòè åå äèññèïàöèè ε [1]�[4]:
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∂t
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∂z

(
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)
+ P + G− ε , (3)
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ε

e
[c1 (P + G)− c2ε] . (4)

Çäåñü P = −〈u′w′〉∂U/∂z, G = − g

ρ0

〈w′ρ′〉, c1 = 1.44, c2 = 2 [1− 0.3 exp (−Re2
t )], Ret =

e2/νε, Ke = ν + αeνt, Kε = ν + αενt, νt = cµe
2/ε. Çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ êîíñòàíò αe,

αε, cµ ïðèâåäåíû â êîíöå äàííîãî ðàçäåëà.
Äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ìîìåíòîâ 〈u′w′〉 è 〈w′ρ′〉 èñïîëüçóþòñÿ óïðîùåííûå ãðàäèåíò-

íûå âûðàæåíèÿ: −〈u′w′〉 = νt∂U/∂z, −〈ρ′w′〉 = cρνt∂〈ρ〉/∂z, 〈ρ′w′〉 = α〈s′w′〉, cρ ≈ 0.8.
Ìîäåëü 2: ê óðàâíåíèÿì (1)�(4) äîáàâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîð-

ðåëÿöèîííûõ ìîìåíòîâ 〈w′2〉, 〈u′w′〉 è 〈w′ρ′〉, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì óñå÷åíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà [3]:
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ãäå G33 − 2/3 ·G = −4/3(g/ρ0)〈ρ′w′〉, νt = CSe〈w′2〉/ε.
Ìîäåëü 3: àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü 〈w′2〉 çàìåíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé [3]:
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Â ýòèõ ìîäåëÿõ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ýìïèðè÷åñêèõ êîíñòàíò, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè îáùåïðèíÿòûìè è ïðèâåäåíû â êîíöå äàííîãî ðàçäåëà.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì áóäóò îáñóæäàòüñÿ òîëüêî áàçîâàÿ ìîäåëü è ìîäåëè 2, 3,

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿòñÿ èìåííî äëÿ íèõ. Êðàåâîå óñëîâèå äëÿ 〈w′2〉 èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî â ìîäåëè 3.

Íà äíå (z=0): KU∂U/∂z = kbU |U |; S = S0; ∂e/∂z = 0; ε = cεe
3/2/lb; ∂〈w′2〉/∂z = 0;

lb � ìàñøòàá øåðîõîâàòîñòè äíà.
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Íà ïîâåðõíîñòè (z=H): KU∂U/∂z = τW /ρs; KS∂S/∂z = 0; ε = cεe
3/2/ls;

τW � êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, îáóñëîâëåííîå âåòðîâîé íàãðóçêîé; ls � ìàñøòàá øåðî-
õîâàòîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè;
äâà âàðèàíòà óñëîâèé äëÿ ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè e:

Ke
∂e

∂z
= kτ

( |τW |
ρs

)3/2

; (9)

e =
|τW |

ρs
√

cµ

; (10)

òðè âàðèàíòà óñëîâèé äëÿ 〈w′2〉:
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=
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3
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; (11)

ôîðìóëà (5);

ôîðìóëà Ðîäè [1]:

〈w′2〉 =
2

3
e

{
1− 2C ′

1fε + [1− C2 (1− 2C ′
2f)] (P − 2G)

(C1 + 2C ′
1f) ε + P + G− ε

}
, (12)

f = Cf
e3/2

ε

(
H − z + 0.04

e3/2
s

εs

)
� ôóíêöèÿ îò z, ïðèíèìàþùàÿ íà ïîâåðõíîñòè çíà÷åíèå

1.7 (Cf = 1/15), èíäåêñ s óêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïðè z = H.
Ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

αe = 1.0; αε = 0.77; cε = 0.314; kb = 0.014; lb = 0.002; ls = 0.005; kτ = 2.5; C1 = 2.2;
C2 = 0.55; C3 = C2; CS = 0.22; CT = 1.25; C1T = 3.2; C2T = 0.5; C ′

1 = 0.5; C ′
2 = 0.3.

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2), (8) ñî âñåìè âàðèàíòàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
èñïîëüçîâàëèñü íåÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êî-
íå÷íîãî îáúåìà.

2. Ìîäåëèðîâàíèå ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ â îòêðûòîì êàíàëå ïîä äåéñòâèåì
ïîñòîÿííîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòðîåííûõ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå ñäâè-
ãîâîãî òå÷åíèÿ â êðóãîâîì êàíàëå ãëóáèíîé H = 0.3 ì â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ëàáî-
ðàòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà [5].

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ çàäàâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Äëÿ ñêîðîñòè � ñîñòîÿíèå ïîêîÿ U = 0; êîýôôèöèåíò νt = ν0 � ïîñòîÿííûé; e =

√
cε

νt

cµL
;

ε = cεµ
νte√

L
; 〈w′2〉 =

2

3
e; cεµ =

c2
ε

cµ

; L � ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè ñ ïàðàáîëè÷åñêèì ïðî-
ôèëåì L(z) = κ [ls (1− ξ) + lbξ + lmξ (1− ξ)], ξ = z

H
, κ = 0.4, lm = 0.25.

Êîððåëÿöèè 〈w′ρ′ è 〈w′u′〉 âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì (6), (7) ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ

íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà:
ýêñïåðèìåíò I: ∂〈ρ〉

∂z
= 192 êã/ì4; τW = 0.0995 êã/(ì ñ)2;

ýêñïåðèìåíò II: 〈∂ρ〉
∂z

= 384 êã/ì4; τW = 0.212 êã/(ì ñ)2.
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3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñ ó÷åòîì âûáîðà êðàåâûõ óñëîâèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè:
ÁÌ1 � áàçîâàÿ ìîäåëü ñ êðàåâûì óñëîâèåì (9);
ÁÌ2 � áàçîâàÿ ìîäåëü ñ êðàåâûì óñëîâèåì (10);
Ì21 � ìîäåëü 2 ñ êðàåâûì óñëîâèåì (9);
Ì22 � ìîäåëü 2 ñ êðàåâûì óñëîâèåì (10);
Ì31 � ìîäåëü 3 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (9) è (11);
Ì32 � ìîäåëü 3 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (10) è (5);
Ì33 � ìîäåëü 3 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (10) è (12).
Â ìîäåëè 3 ñî÷åòàíèå óñëîâèé (9) è (11) âûáðàíî èç ñîîáðàæåíèé ñîãëàñîâàííîñòè

(îáà âàðèàíòà èìåþò ãðàäèåíòíûé âèä).
Ðàñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, øàã ïî âðåìåíè t = 1 ñ.
Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòîâ I è II ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëåé 1 � 3 ïîêàçàëî, ÷òî âñå ýòè ìîäåëè â îñíîâíîì àäåêâàòíî îòðà-
æàþò ïðîöåññû âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Ãëàâíîå âíèìàíèå ïðè àíàëèçå óäåëÿ-
ëîñü îöåíêàì ñêîðîñòè çàãëóáëåíèÿ ïåðåìåøàííîãî ñëîÿ è ñòåïåíè àíèçîòðîïèè õàðàê-
òåðèñòèê òóðáóëåíòíîãî îáìåíà (îòíîøåíèå 〈w′2〉/e), à òàêæå õàðàêòåðó âåðòèêàëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è: ñêîðîñòè U , ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè e,
ñêîðîñòè äèññèïàöèè ε, êîýôôèöèåíòà âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà νt, êîððå-
ëÿöèîííîãî ìîìåíòà 〈w′2〉.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî áàçîâàÿ ìîäåëü äàåò âåðòèêàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, çàìåòíî
îòëè÷àþùèåñÿ îò ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé 2 � 3, â òî âðåìÿ êàê ýòè ïîñëåä-
íèå äàþò äîñòàòî÷íî áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Èñïîëüçîâàíèå äâóõ âèäîâ ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ äëÿ ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè íèêàêèõ ñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èé íå âûÿâèëî, ïîýòîìó
çäåñü ìû ïðèâîäèì òîëüêî ðåçóëüòàòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (12).

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè âåðòèêàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
ìîäåëåé ÁÌ2 è Ì32.

Ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 1000 ñ âî âñåõ ñëó÷àÿõ íàñòóïàëî ïîëíîå ïåðåìåøèâà-
íèå. Èç ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ 1à, 1á âèäíî, ÷òî áàçîâàÿ ìîäåëü äàåò áîëåå "ðàçìàçàí-
íûå"ïðîôèëè, â ÷àñòíîñòè � äëÿ ïëîòíîñòè, ò. å. ïåðåìåøèâàíèå ïðîèñõîäèò áîëåå èí-
òåíñèâíî. Íà ðèñ. 2 ñîïîñòàâëåíû ãðàôèêè çàãëóáëåíèÿ ïåðåìåøàííîãî ñëîÿ ñ ëàáîðà-
òîðíûìè äàííûìè â îáîèõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âàðèàöèè êðàåâûõ
óñëîâèé íà ñêîðîñòè çàãëóáëåíèÿ íèêàê íå îòðàæàëèñü, ïîñêîëüêó èõ âëèÿíèå áûëî
çàìåòíî ëèøü â î÷åíü óçêîé ïðèïîâåðõíîñòíîé çîíå è ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàëîñü íà
ðàñïðåäåëåíèè òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè νt.

Ïî õàðàêòåðó ïîâåäåíèÿ ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè e è êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà 〈w′2〉
íàèáîëåå ïðèåìëåìîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìîäåëü Ì32. ×òî êàñàåòñÿ ñòåïåíè àíèçîòðîïèè,
òî, êàê âèäíî èç ðèñ. 3, îíà íåìíîãî ñëàáåå âûðàæåíà â ñëó÷àå ìîäåëè Ì21, ïî÷òè
ñîâïàäàåò â ñëó÷àÿõ ìîäåëåé Ì31 è Ì32, à â ñëó÷àå ìîäåëè Ì33 èìååò íåêîòîðîå îòëè÷èå
âáëèçè ïîâåðõíîñòè.
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Ðèñ. 1. Âåðòèêàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ
ýêñïåðèìåíòà II ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ÁÌ2 (à) è Ì32 (á); (1 � 60 ñ, 2 � 120 ñ, 3 � 180 ñ,
4 � 240 ñ)
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Ðèñ. 2. Äèíàìèêà çàãëóáëåíèÿ ïåðåìåøàííîãî ñëîÿ, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ ìîäå-
ëåé: à) � ýêñïåðèìåíò I; á) � ýêñïåðèìåíò II
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Ðèñ. 3. Ïðîôèëè 〈w′2〉/e, ïîëó÷åííûå äëÿ ýêñïåðèìåíòà II. à) ìîäåëü Ì22; á) ìîäåëü Ì31; â)
ìîäåëü Ì32; ã) ìîäåëü Ì33; (1 � 60 ñ, 2 � 120 ñ, 3 � 180 ñ, 4 � 240 ñ)
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