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a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,... ... . . . ... ...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(1)ñ èíòåðâàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè aij è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè bi, i = 1, 2, . . . , n, j =
1, 2, . . . , m, èëè, êðàòêî,

Ax = b, (2)ãäå A = ( aij) � èíòåðâàëüíàÿ m × n-ìàòðèöà è b = ( bi) � èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð.Ñèñòåìû (1)�(2) ìû ïîíèìàåì êàê ñåìåéñòâà òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b òîé æåñòðóêòóðû ñ ìàòðèöàìè A ∈ A è âåêòîðàìè b ∈ b.Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåì íàçûâàòüìíîæåñòâî
Ξ(A, b) =

{

x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)( Ax = b )

}

, (3)îáðàçîâàííîå âñåâîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b  A ∈ A è b ∈ b(ñì., ê ïðèìåðó, [2, 7, 10℄). ×àñòî åãî íàçûâàþò òàêæå îáúåäèí¼ííûì ìíîæåñòâîìðåøåíèé, ïîñêîëüêó äëÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò äðóãèå ìíîæåñòâà ðåøå-íèé [6, 7℄, áîëåå àäåêâàòíûå òåì èëè èíûì êîíêðåòíûì ïðàêòè÷åñêèì ñèòóàöèÿì. Ìûíå ðàññìàòðèâàåì èõ â íàøåé ðàáîòå, è ïîòîìó íàçûâàåì (3) ñîêðàù¼ííûì òåðìèíîì¾ìíîæåñòâî ðåøåíèé¿. Â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå ìû îáñóäèì, êàê ïðîâåðÿòü íåïóñòîòóìíîæåñòâà ðåøåíèé Ξ(A, b), íàçûâàåìóþ ðàçðåøèìîñòüþ ñèñòåìû (1)�(2), à òàêæå âñëó÷àå Ξ(A, b) 6= ∅ íàõîäèòü òî÷êó èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Â ñàìîé îáùåé ñèòóàöèè ýòàçàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [6, 9℄.Ïóñòü 〈a〉 îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå òî÷åê èíòåðâàëà a äî íóëÿ, òàê íàçû-âàåìóþ ìèãíèòóäó èíòåðâàëà, à mid a è rad a � ýòî ñåðåäèíà è ðàäèóñ èíòåðâàëà a,ò. å.
mid a := 1

2
(a + a),

rad a := 1
2
(a − a),

〈a〉 :=

{

min{ |a|, |a| }, åñëè a 6∋ 0,

0, åñëè a ∋ 0.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòñêîé ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �Ô¿(ãðàíò � ÍØ-6068.2010.9). 1
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�èñ. 1. �ðà�èê ðàñïîçíàþùåãî �óíêöèîíàëà ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ.



3Òîãäà âûðàæåíèåìUni(x, A, b) := min
1≤i≤m

{

rad bi −

〈

mid bi −
n

∑

j=1

aijxj

〉

} (4)çàäàåòñÿ �óíêöèîíàë Uni : R
n → R, òàêîé ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x ìíîæåñòâóðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ðàâíîñèëüíà íåîòðèöàòåëüíîñòè â x�óíêöèîíàëà Uni:

x ∈ Ξ(A, b) ⇐⇒ Uni(x, A, b) ≥ 0.Òî åñòü, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b � ýòî ëåáåãîâî ìíîæåñòâî
{ x ∈ R

n | Uni(x, A, b) ≥ 0 } �óíêöèîíàëà Uni.Ôóíêöèîíàë Uni, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ðàñïîçíàþùèì �óíêöèîíàëîì ìíîæåñòâàðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ âîãíóòûì â êàæäîì îðòàíòå ïðîñòðàíñòâà R
n, à åñëè â èíòåðâàëüíîéìàòðèöå A íåêîòîðûå ñòîëáöû öåëèêîì òî÷å÷íûå, òî Uni (x, A, b) âîãíóò è íà îáúåäèíå-íèÿõ íåñêîëüêèõ îðòàíòîâ. Êðîìå òîãî, �óíêöèîíàë Uni (x, A, b) äîñòèãàåò êîíå÷íîãîìàêñèìóìà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R

n. Åñëè æå Uni (x̃, A, b) > 0, òî x̃ � òî÷êà âíóòðåí-íîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé, à ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà A è bâåðíî è îáðàòíîå.Íà �èñ. 1, ê ïðèìåðó, èçîáðàæ¼í ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ ãðà�èê ðàñïîçíàþùåãî�óíêöèîíàëà äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû




[2, 3] [−1, 1]

[−1, 1] [2, 3]

[0, 1] [1, 2]



 x =





[−2, 2]

[0, 1]

[−1, 0]



 .Ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà ðàñïîçíàþùåãî �óíêöèîíàëà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü åãîäëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ýòî ìî-æåò èìåòü îñîáóþ âàæíîñòü ïðè íàõîæäåíèè òåëåñíîé âíóòðåííåé îöåíêè ìíîæåñòâàðåøåíèé âîêðóã òî÷êè-öåíòðà ïî ìåòîäèêå, êîòîðàÿ îïèñàíà, íàïðèìåð, â [7℄.Êàê ñëåäñòâèå ñ�îðìóëèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ, åñòåñòâåííî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåéìåòîäèêå èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Äëÿñèñòåìû Ax = b ðåøàåì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ðàñïîçíàþùåãî �óíêöèî-íàëà Uni (x, A, b). Ïóñòü U = maxx∈Rn Uni (x, A, b) è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå τ ∈ R
n. Òîãäà

• åñëè U ≥ 0, òî τ ∈ Ξ(A, b) 6= ∅, ò. å. èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿñèñòåìà Ax = b ðàçðåøèìà è τ ëåæèò âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé;
• åñëè U > 0, òî τ ∈ int Ξ(A, b) 6= ∅, è ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè τìíîæåñòâó ðåøåíèé óñòîé÷èâà ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì A è b ;
• åñëè U < 0, òî Ξ(A, b) = ∅, ò. å. èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿñèñòåìà Ax = b íåðàçðåøèìà.Ïîëåçíûì ñâîéñòâîì íàøåé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü êîððåêöèè ñ å¼ ïîìî-ùüþ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ëèáî, íà-îáîðîò, íåðàçðåøèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, â ðàñïîçíàþùåì �óíêöèîíàëå (4) âåëè÷èíû

rad bi âõîäÿò àääèòèâíî âî âñå âûðàæåíèÿ, ïî êîòîðûì çàòåì áåð¼òñÿ ìèíèìóì. Ïîýòî-ìó åñëè e = ([−1, 1], . . . , [−1, 1])⊤, òî äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b+Ce



4ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé ðàñøèðåíû íà èíòåðâàë C[−1, 1] ñ ðàäèóñîì
C > 0, áóäåì èìåòü Uni (x, A, b + Ce) = C + Uni (x, A, b), è ïîòîìó

max
x∈Rn

Uni (x, A, b + Ce) = C + max
x∈Rn

Uni (x, A, b). (5)Êàê ñëåäñòâèå, åñëè ñèñòåìà (1)�(2) áûëà íåðàçðåøèìà, òî ïðè C ≥ maxx∈Rn Uni (x, A, b)èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ñ ðàñøèðåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñäåëàåòñÿ óæå ðàçðåøèìîé.Ïðèëîæåíèåì ðàçðàáîòàííîé òåõíèêè ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåé-íîé çàâèñèìîñòè ïî íåòî÷íî èçìåðåííûì ýìïèðè÷åñêèì äàííûì. Ïóñòü
b =

n
∑

i=1

aixiñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè xi, i = 1, 2 . . . , n, ïðè÷¼ì çàäàíû m íàáîðîâ ýêñïåðè-ìåíòàëüíî èçìåðåííûõ çíà÷åíèé
a

(1)
1 , a

(1)
2 , . . . , a

(1)
n , b(1),

a
(2)
1 , a

(2)
2 , . . . , a

(2)
n , b(2),... ... . . . ... ...

a
(m)
1 , a

(m)
2 , . . . , a

(m)
n , b(m),

(6)ñ êîòîðûìè äîëæíû ¾ñîãëàñîâûâàòüñÿ¿ xi (âåðõíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ � íîìåð èçìåðå-íèÿ). Ïåðåîáîçíà÷àÿ aij := a
(i)
j , ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé



















a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,... . . . ...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,èëè, êðàòêî, Ax = b ñ m × n-ìàòðèöåé A = ( aij) è m-âåêòîðîì b = ( bi). Å¼ ðåøåíèå �îáû÷íîå èëè â îáîáù¼ííîì ñìûñëå � ïðèíèìàåòñÿ çà èñêîìóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ.Â ñëó÷àå, êîãäà äàííûå (6) èìåþò èíòåðâàëüíûå íåîïðåäåë¼ííîñòè, ãîâîðÿò [4℄, ÷òîíàáîð ïàðàìåòðîâ x1, . . . , xn îáúåêòà ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòåðâàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàëü-íûìè äàííûìè (ai1, ai2, . . . , ain, bi), i = 1, 2, . . . , m, åñëè äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ i âïðåäåëàõ èçìåðåííûõ èíòåðâàëîâ íàéäóòñÿ òàêèå ïðåäñòàâèòåëè ai1 ∈ ai1, ai2 ∈ ai2, . . . ,

ain ∈ ain è bi ∈ bi, ÷òî ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn = bi. Ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñó-þùèõñÿ ñ äàííûìè, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èí�îðìàöèîííûì ìíîæåñòâîì, ìíîæåñòâîìâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ è ò. ï., åñòü
{

x ∈ R
n

∣

∣

(

∃(aij) ∈ (aij)
)(

∃(bi) ∈ (bi)
)(

Ax = b
) }ãäå A = (aij), b = (bi), ò. å. ÿâëÿåòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñîîòâåò-ñòâóþùåé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Îöåíêîé ïàðàìåòðîâ ïðè ýòîì åñòåñòâåííîâçÿòü òî÷êó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé [1, 4, 5℄.Â îáùåì ñëó÷àå ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñó, ñìûñëêîòîðîãî ìîæåò áûòü îáðàçíî âûðàæåí �ðàçîé ¾×åì ëó÷øå, òåì õóæå¿. Èìåííî, ÷åì



5
?

Äëÿ óçêèõ èíòåðâàëîâ íåîïðåäåë¼ííîñòè ìîæåòíå ñóùåñòâîâàòü ìîäåëè, ñîâìåñòíîé ñ äàííûìè.

Øèðîêèå èíòåðâàëû íåîïðåäåë¼ííîñòè ïîçâîëÿþòïîñòðîèòü ìíîãî ìîäåëåé, ñîâìåñòíûõ ñ äàííûìè.
�èñ. 2. Èëëþñòðàöèÿ ïàðàäîêñà èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ.ìåíüøå èíòåðâàëû íåîïðåäåë¼ííîñòè, òåì õóæå ïðîâîäèòü ÷åðåç íèõ ðåãðåññèîííóþ ëè-íèþ! Ýòà ñèòóàöèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ �èñ. 2, ãäå íà âåðõíåì ÷åðòåæå èíòåðâàëû íåîïðåäå-ë¼ííîñòè äàííûõ ïîëó÷àþòñÿ ¾ñæàòèåì¿ èíòåðâàëîâ íèæíåãî ðèñóíêà (ò.å. óëó÷øåíèåìòî÷íîñòè äàííûõ), íî âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ïðÿìîé ëèíèè ÷åðåç íèõ óòðà÷èâàåòñÿ.Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïàðàäîêñà èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ â ïðèíöèïå ñóùåñòâóþò ñëå-äóþùèå ïóòè:

• Åñëè èíòåðâàëû äàííûõ àäåêâàòíî îòðàæàþò íåîïðåäåë¼ííîñòè, òî íåàäåêâàòíàïðèìåíÿåìàÿ ìîäåëü è å¼ íóæíî ñìåíèòü.
• Åñëè íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü ìîäåëü (âèä çàâèñèìîñòè) èëè äàííûå íå ÿâëÿþòñÿàáñîëþòíî ãàðàíòèðîâàííûìè, òî íóæíî äîïóñòèòü íåñîãëàñîâàííîñòü ïàðàìåòðîâè äàííûõ.Èññëåäîâàíèå ïåðâîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ ïðåðîãàòèâîé íàóêè ìîäåëèðîâàíèÿ, à çäåñü ìûðàññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ äîïóùåíèåì íåêîòîðîãî íåñîãëàñîâàíèÿ



6ìåæäó äàííûìè è ïîëó÷àåìûìè íà èõ îñíîâå ïàðàìåòðàìè ìîäåëè. Îñíîâíûì âîïðîñîìïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìåðû äëÿ ýòîãî ¾ñîãëàñîâàíèÿ / íåñîãëàñîâàíèÿ¿.ßñíî, ÷òî ïðè íåïóñòîì èí�îðìàöèîííîì ìíîæåñòâå èçáðàííàÿ íàìè ìåðà äîëæ-íà áûòü ïîëîæèòåëüíîé äëÿ òî÷åê èç ýòîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ ¾ñîãëàñîâàíèå¿ âñàìîì äåëå äîñòèãàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàøèõ öåëåé î÷åíü ïîäõîäèò ðàñïîçíàþùèé�óíêöèîíàë Uni.Ïîäûòîæèâàÿ âûñêàçàííûå èäåè, ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïîäõîä ê âûáîðóèñêîìûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ìåòîäîì ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ. Èìåí-íî, îöåíêîé ïàðàìåòðîâ áåð¼òñÿ òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàñ-ïîçíàþùåãî �óíêöèîíàëà Uni:
◮ Åñëè max Uni ≥ 0, òî ýòà òî÷êà ëåæèò â íåïóñòîì ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ, ñîãëà-ñóþùèõñÿ ñ äàííûìè.
◮ Åñëè max Uni < 0, òî ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè, ïóñòî,íî ýòà òî÷êà ìèíèìèçèðóåò ¾íåñîãëàñîâàííîñòü¿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè, åù¼ îäíà ñîäåðæàòåëü-íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî arg max Uni �ïåðâàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ïîÿâèòñÿ â èí�îðìàöèîííîì ìíîæåñòâå ïðè ðàâíîìåðíîì óøè-ðåíèè âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî åãî ñåðåäèíû â ñèëó ñâîéñòâà (5). Èíûìèñëîâàìè, ìû ïðåäëàãàåì ïðè ïóñòîì èí�îðìàöèîííîì ìíîæåñòâå â êà÷åñòâå çíà÷åíèéèñêîìûõ ïàðàìåòðîâ áðàòü òî÷êó, íà êîòîðîé ìèíèìèçèðóåòñÿ óâåëè÷åíèå íåîïðåäåë¼í-íîñòè â âûõîäíûõ äàííûõ, äåëàþùåå ýòî èí�îðìàöèîííîå ìíîæåñòâî íåïóñòûì.Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíå-íû ïðîöåäóðû íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè, è íà èõ ñëîæíîñòü ðåøàþùåå âëèÿíèå îêà-çûâàåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ n. Â âàæíåéøåì ïðàêòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäàíåîïðåäåë¼ííîñòè âî âõîäíûõ äàííûõ aij îòñóòñòâóþò, à èíòåðâàëüíîñòü â äàííûõ ñî-ñðåäîòî÷åíà ëèøü â bi, ðàñïîçíàþùèé �óíêöèîíàë ñòàíîâèòñÿ ãëîáàëüíî âîãíóòûì.Ïðè ýòîì åãî ìàêñèìèçàöèÿ î÷åíü ý��åêòèâíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçâèòûìè ìåòîäà-ìè íåãëàäêîé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè (ñì., ê ïðèìåðó [8℄). Â öåëîì äëÿ ýòîãî ñëó-÷àÿ ïîëó÷àåì ý��åêòèâíóþ ìåòîäèêó îáðàáîòêè äàííûõ ñ èíòåðâàëüíûìè íåîïðåäå-ë¼ííîñòÿìè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé àëüòåðíàòèâîé ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ(ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìóþ âåðñèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû äëÿ Sialb'à ìîæ-íî íàéòè íà http://www.ns.ru/interval/Programming/SiCodes/lintreg.si). Îíàî÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé, íî òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ñóùå-ñòâåííî áîëåå ñëîæíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âîùèíèí À.Ï. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç äàííûõ: ðàçâèòèå è ïåðñïåêòèâû // ÇàâîäñêàÿËàáîðàòîðèÿ. 2002. Ò. 68, �1. Ñ. 118�126.[2℄ Êàëìûêîâ Ñ.À., Øîêèí Þ.È., Þëäàøåâ Ç.Õ. Ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. �Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1986.[3℄ Êàíòîðîâè÷ Ë.Â.Î íåêîòîðûõ íîâûõ ïîäõîäàõ ê âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì è îáðàáîòêåíàáëþäåíèé // Ñèáèðñêèé Ìàòåìàòè÷åñêèé Æóðíàë. � 1962. � Ò. 3, �5. � Ñ. 701�709.[4℄ Êóðæàíñêèé À.Á. Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè � òåîðèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê // Àâòî-ìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà. � 1991. � �4. � Ñ. 3�26.
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