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ÂÈÕÐÅÂÛÅ ÂÎËÍÛ ÍÀ ÂÎÄÅ Â ËÀÃÐÀÍÆÅÂÛÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ:
ÒÎ×ÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß

À.À. Àáðàøêèí

Íàöèîíàëüíûé Èññëåäîâàòåëüñêèé Óíèâåðñèòåò Âûñøàÿ Øêîëà Ýêîíîìèêè,
Íèæíèé Íîâãîðîä
Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ôèçèêè ÐÀÍ,
Íèæíèé Íîâãîðîä

Äîêëàä ïîñâÿùåí íåóñòàíîâèâøèìñÿ äâèæåíèÿì èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîä-
íîé ãðàíèöåé. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ, íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû 1960-õ ãîäîâ, Ë.Â. Îâñÿí-
íèêîâ óäåëÿë ìíîãî âíèìàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, èì ïîëó÷åíî òî÷íîå îïèñàíèå äèíàìè-
êè æèäêîãî äåôîðìèðóþùåãîñÿ ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ [1]. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëåâ Âàñèëüåâè÷ âîñïîëüçîâàëñÿ ëàãðàíæåâûì ïîäõîäîì, êîòîðûé
òàêæå ëåæèò â îñíîâå äàííîãî ñîîáùåíèÿ.

Ïðåäëàãàåòñÿ îáçîð òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â
ãèäðîäèíàìèêå è ãåîôèçèêå. Îñíîâîïîëàãàþùåé ìîäåëüþ âûñòóïàåò âîëíà Ãåðñòíåðà
� ñòàöèîíàðíàÿ âîëíà ñ òðîõîèäàëüíûì ïðîôèëåì íà ãëóáîêîé âîäå. Ýòî åäèíñòâåí-
íîå òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ
âîëí íà âîäå. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ âîëí Ãåðñòíåðà:

à) âîëíû ïðè íåîäíîðîäíîì è íåñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè äàâëåíèÿ íà ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè. Èçó÷åíû îñöèëëèðóþùèé ñîëèòîí íà ñïîêîéíîé âîäå è íà ôîíå âîë-
íû Ãåðñòíåðà, îáðóøåíèå áðèçåðà, íåñòàöèîíàðíûå âîëíû Ãåðñòíåðà, âîëíà-óáèéöà
íà îäíîðîäíîì ãåðñòíåðîâñêîì âîëíåíèè, íåñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíû íàä áå-
ðåãîì ñ ïîñòîÿííûì óêëîíîì. Äëÿ ýòèõ òèïîâ âîëí ïðåäëîæåíî îáùåå íàçâàíèå �
îáîáùåííûå âîëíû Ãåðñòíåðà [2];

á) ïîâåðõíîñòíûå âîëíû âî âðàùàþùåìñÿ îêåàíå â ïðèáëèæåíèè f � ïëîñêîñòè
[3];

â) çàõâà÷åííûå âîëíû â ïðèýêâàòîðèàëüíîé îáëàñòè â ïðèáëèæåíèè β � ïëîñêîñòè
[4].
Äëÿ êàæäîãî òèïà âîëí íàéäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ Êîøè [5].
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íåéíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè. ÒÌÔ, 2023. Ò. 215. �2. Ñ. 165�175.
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ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ È ÒÎ×ÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÃÎ ÑÈËÜÍÎ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ

À.Â. Àêñåíîâ1, À.Ä. Ïîëÿíèí2

1Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà
2Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èãðàþò îãðîìíóþ ðîëü â
ôîðìèðîâàíèè ïðàâèëüíîãî ïîíèìàíèÿ êà÷åñòâåííûõ îñîáåííîñòåé ìíîãèõ ÿâëåíèé
è ïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ. Òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò è ïîçâîëÿþò ëó÷øå ïîíÿòü ìåõàíèçìû òàêèõ
ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ, êàê ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ ïðîöåññîâ ïåðå-
íîñà, ìíîæåñòâåííîñòü èëè îòñóòñòâèå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ, ñóùåñòâîâàíèå ðåæèìîâ ñ îáîñòðåíèåì è äð.

Èññëåäóåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå Ìîíæà � Àìïåðà ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè

ut = uxxuyy − u2
xy , (1)

êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ â ýëåêòðîííîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå [1].
Ïðîâåäåí ãðóïïîâîé àíàëèç [2] óðàâíåíèÿ (1). Íàéäåíî îäèííàäöàòèïàðàìåòðè÷å-

ñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå âèä óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà, äàþùàÿ âîç-
ìîæíîñòü ñòðîèòü ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðåøåíèé, èñõîäÿ èç áîëåå ïðî-
ñòûõ ðåøåíèé. Îïèñàíû íåêîòîðûå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò îäíîãî èëè
äâóõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ ïîèñêà íåèíâàðèàíòíûõ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) èñïîëüçîâàíû ðàç-
ëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà îáîáùåííîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïðèâåäåííûå
â [3] òî÷íûå ðåøåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ, ÷åì èñõîäíîå, ïðîìåæóòî÷íûõ ðåäóöèðîâàííûõ
óðàâíåíèé ñ ìåíüøèì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåò-
ñÿ ïîñòðîåíèþ ïðîñòûõ òî÷íûõ ðåøåíèé, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè [4]. Òàêèå ðåøåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ
îöåíêè òî÷íîñòè è ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèëüíî íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Zaburdaev V.Yu., Smirnov V.V., Chukbar K.V. Nonlinear dynamics of electron vortex
lattices. Plasma Physics Reports. 2014. V. 30. �3. Pp. 214�217.

2. Îâñÿííèêîâ Ë.Â. Ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà,
1978.

3. Polyanin A.D., Zaitsev V. F. Handbook of Nonlinear Partial Di�erential Equations,
2nd ed. Boca Raton: CRC Press, 2012.

4. Àêñåíîâ À.Â., Ïîëÿíèí À.Ä. Îáçîð ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè áîëåå ïðîñòûõ ðå-
øåíèé. Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà. 2022. Ò. 211. �2. Ñ. 567�594.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 17

ÂËÈßÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÍÀ ÃÈÑÒÅÐÅÇÈÑ
ÃÀÇÎÂÎÃÎ ÏÓÇÛÐÜÊÀ

À.À. Àëàáóæåâ

Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ ÐÀÍ, Ïåðìü
Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà çàæàòîãî ãàçîâîãî ïóçûðüêà â ïóëüñàöèîííîì ïîëå äàâëå-
íèÿ ñ ó÷¼òîì ãèñòåðåçèñà êðàåâîãî óãëà ñìà÷èâàíèÿ. Ïóçûðåê çàæàò ìåæäó äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè ìåæäó ñîáîé òâ¼ðäûìè ïëàñòèíàìè è îêðóæ¼í íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòüþ êîíå÷íîãî îáú¼ìà ñî ñâîáîäíîé âíåøíåé ïîâåðõíîñòüþ. Ëèíèÿ êîíòàêòà ìîæåò
äâèãàòüñÿ, åñëè îòêëîíåíèå êðàåâîãî óãëà ïðåâûøàåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå [1]. Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèí îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà [2].

Ïîëó÷åíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ðàçíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà-
÷è. Ââèäó äèññèïàòèâíîãî õàðàêòåðà èñïîëüçóåìîãî ýôôåêòèâíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ
ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ðåæèì íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ êðàåâîãî óãëà îáëàñòü äâèæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ. Ïîêàçàíî ñó-
ùåñòâîâàíèå äâîéíîãî ðåçîíàíñà - ÷àñòîòà ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé áëèçêà ê ÷àñòîòå
îäíîé èç ãàðìîíèê êîëåáàíèé ôîðìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 24-21-00379).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Hocking L.M. Waves produced by a vertically oscillating plate. J. Fluid Mech. 1987.
V. 179 P. 267�281.

2. Alabuzhev A.A. Forced axisymmetric oscillations of a drop, which is clamped between
di�erent surfaces. Microgravity Science and Technology. 2020. V. 32. P. 545�553.

ÀÍÀËÈÇ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÁÓÑÑÈÍÅÑÊÀ ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÒÅÏËÀ È ÌÀÑÑ

Ã.Â. Àëåêñååâ, Î.Â. Ñîáîëåâà

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê
Äàëüíåâîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Âëàäèâîñòîê

Â 1959 ãîäó Ë.Â. Îâñÿííèêîâ îïóáëèêîâàë ðàáîòó [1] î ãðóïïîâûõ ñâîéñòâàõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïîñëå ïóáëèêàöèè äàííîé
ðàáîòû ñòàëî ðàçâèâàòüñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ èçó÷åíèåì êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ
ðåøåíèé óðàâíåíèé òåïëîìàññîïåðåíîñà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿ-
ùèìè îò òåìïåðàòóðû è/èëè êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (ñì., íàïðèìåð,
[2, 3]). Ðàáîòû [4, 5] ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèé ïåðåíîñà òåïëà èëè ìàññ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Áóññè-
íåñêà òåïëîìàññîïåðåíîñà

−div(ν∇u) + (u · ∇)u +∇p = f + (βCC − βTT )G, divu = 0 â Ω, (1)
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−div(k∇T + (u · ∇)T = fT â Ω, (2)

−div(λ∇C) + u · ∇C = fC â Ω, (3)

ðàññìàòðèâàåìîé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ∈ R3 ïðè íåîäíîðîäíûõ óñëîâèÿõ Äèðè-
õëå äëÿ ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû è ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ êîíöåíòðà-
öèè. Ìîäåëü (1), (2), (3) îïèñûâàåò òå÷åíèå áèíàðíîé òåïëîïðîâîäÿùåé æèäêîñòè, â
êîòîðîé êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè ν, òåïëîïðîâîäíîñòè k è äèôôóçèè λ òàê æå, êàê
è êîýôôèöèåíòû βT , βC , ìîãóò çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû T è/èëè êîíöåíòðàöèè C.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà èññëåäîâàíèÿ êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè (1)�(3). Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì àïïàðàòå, ìû óñòàíîâèì äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå, îáåñïå÷èâàþùèå ãëîáàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü è
ëîêàëüíóþ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ (� 075-
00459-24-00).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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with power non-linearity of thermal di�usivity. Appl. Math. Comput. 2019. V. 343.
P. 57�66.
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5. Alekseev G.V., Soboleva O.V. Inhomogeneous boundary value problems for the
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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏÐÅÖÅÑÑÈÈ ÂÎË×ÊÀ ÒÎÌÏÑÎÍÀ

À.È. Àíäðååâ, À. Å. Ñåì¼íîâ, Á.Ì. Ñëàâèí, Â.À. ×àí÷èêîâ

Àñòðàõàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Ñîâðåìåííûå ðàáîòû â îáëàñòè äâèæåíèÿ è äèíàìèêè âîë÷êà Òîìïñîíà ïðè åãî
ïðåöåñcèè ïîêàçûâàþò, ÷òî íà âîë÷îê, ïîìèìî ñèëû òÿæåñòè è ðåàêöèè îïîðíîé ïëîñ-
êîñòè, äåéñòâóþò ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ (âêëþ÷àÿ ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, âåð÷åíèÿ,
êà÷åíèÿ) è íàëîæåíà îäíîñòîðîííÿÿ ãîëîíîìíàÿ ñâÿçü: ñêîðîñòü íàèíèçøåé òî÷êè
øàðà èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ ïðîåêöèþ íà âåêòîð âîñõîäÿùåé âåðòèêàëè (âîçìîæ-
íû ïîäñêîêè âîë÷êà íàä îïîðíîé ïëîñêîñòüþ) [1].

Ïîäîáíûé ïîäõîä êðèòèêóåòñÿ â ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð, â ðàáîòå [2]. Äåòàëüíîå
ðàññìîòðåíèå ïðîöåññà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óáûâàåò íà
äâèæåíèÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì íà äâèæåíèÿõ ñ ïðî-
ñêàëüçûâàíèåì. Ýòî òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ â ðàáîòàõ À. Â. Êàðàïåòÿíà, Ì. À. Ìóíè-
öûíà, êîòîðûå ïîêàçûâàþò äèíàìèêó âîë÷êà Òîìïñîíà ïðè âÿçêîì òðåíèè, â êîòîðîé
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ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî ñî ñòîðîíû ïëîñêîñòè íà øàð äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè òî÷êè êîíòàêòà ñ ïëîñêîñòüþ.

Èññëåäîâàíèå èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïðè ïðåöåññèè ïîêàçûâàåò, ÷òî óãëîâàÿ
ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ íåëèíåéíî ïî çàêîíó áëèçêîìó ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó. Ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ ñ ó÷¼òîì ñêîëüæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, êàê ñóììà ïîòåíöèàëüíîé
è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñ ó÷¼òîì ïîòåðü íà òðåíèå.

dF ==
1

2
Jω0e

−2Ctξ +mg
dh

dt
+ Pmp, (1)

ãäå Pmp - ïîòåðè íà òðåíèå, h � ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè, ω0 � íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ
ñêîðîñòü, t � âðåìÿ ïðåöåññèè, ξ � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, C � êîýôôèöèåíò ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè.

Èçâåñòíàÿ çàâèñèìîñòü ìîìåíòà è ñèëû òðåíèÿ îò îêðóæíîé ñêîðîñòè u == ωρ ,
ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ v, ïîëó÷åíà Æóðàâë¼âûì Â.Ô. â àïïðîêñèìàöèè Ïàäå:

M == −M0
u

|u|+ α|v|
, F = −F0

v

|v|+ β|u|
, u2 + v2 6= 0 (2)

ñ ó÷¼òîì çàêîíîìåðíîñòåé èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè, ïîêàçûâàþò, ÷òî â îáùåì
âèäå ñâîéñòâåííà ãîëîíîìíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Îäíàêî èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ
è ñ óìåíüøåíèåì êîýôôèöèåíòà øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòåé òðåíèÿ, ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Òàê ïðè äâèæåíèè ïî ãëàäêîé ïîâåðõ-
íîñòè ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ñ îäíîâðåìåííûì óìåíü-
øåíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè, ýòî çàñòàâëÿåò ïîäíÿòü âîïðîñ î âëèÿíèè è ðÿäà äðóãèõ
ôàêòîðîâ, íàïðèìåð, òàêèõ êàê âëèÿíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè è âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà
ê áîëåå ñëîæíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Çîáîâà À.À. Íåñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ äâóñôåðè÷åñêîãî êèòàéñêîãî âîë÷êà
.Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. ÍÈ Ëîáà÷åâñêîãî. 2011. �. 4�2, Ñ. 143�
144.

2. Êîðîíàòîâ Â. À. Î ñóõîì òðåíèè ïðè íåïîñòóïàòåëüíîì ñêîëüæåíèè òåëà è
êðèòèêà òåîðèè Êîíòåíñó-Æóðàâëåâà. Ñèñòåìû. Ìåòîäû. Òåõíîëîãèè. 2019. �. 1,
Ñ. 21�28.
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ÃÐÓÏÏÎÂÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉ ÃÀÇÀ

Â.Ê. Àíäðååâ

Èíñòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê

Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå

yr

[
∂

∂t

(
yt
yr

)
− yt
yr

∂

∂r

(
yt
yr

)]
= rνg(r−νyr, s(y)) (1)

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñ ïëîñêèìè âîëíàìè (ν = 0), öèëèíäðè÷åñêèìè
âîëíàìè (ν = 1), ñôåðè÷åñêèìè âîëíàìè (ν = 2). Ïëîòíîñòü ãàçà ðàâíà ρ = r−νyr,
ñêîðîñòü u = −yt/yr; s(y) åñòü ýíòðîïèÿ, à p = g(ρ, s) çàäà¼ò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
ãàçà. Óðàâíåíèÿ (1) íàçâàíî â [1] óíèâåðñàëüíûì � îíî îïèñûâàåò âñåâîçìîæíûå
ëàãðàíæåâû ïåðåìåííûå, êîòîðûå ìîæíî ââåñòè íà êàêîì ëèáî íåïðåðûâíîì äâèæå-
íèè ãàçà.

Â äîêëàäå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
f(ρ, y) = g(ρ, s(y)) è ðàçìåðíîñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ ãàçà ν. Îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè îá-
ðàçîâàíà îïåðàòîðàìè ∂t, ∂r, t∂r ïðè ν = 0; ∂t � ïðè ν = 1, 2.

Íàéäåíû âñå ñïåöèàëèçàöèè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (ôóíêöèè f(ρ, y)), êîãäà ïðî-
èñõîäèò ðàñøèðåíèå îñíîâíîé àëãåáðû Ëè. Òàêîâûõ ñïåöèàëèçàöèé îêàçàëîñü 28.
Íàïðèìåð, ïðè ν = 0 ìîæåò áûòü f(ρ, y) = ρ5 + σy, σ = 0,±1; ïðè ν = 1, f(ρ, y) =
ln ρ + y, à ïðè ν = 2, f(ρ, y) = ρδ ± y2−2δ, δ 6= 0, 1 ñ äîïîëíèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè
(∂y, t

2∂t + (tr − σt3/2)∂r, (r + σt2/2)∂r + 2y∂y, t∂t − σt2∂r − y∂y), (∂y, t∂t + 2r∂r + 2y∂y),
(δt∂t + r∂r + y∂y).

Ïîñòðîåíû íåêîòîðûå íîâûå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), îïèñûâàþùèå íåñòà-
öèîíàðíûå îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ ãàçà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì, ôèíàíñèðóåìûìÌè-
íîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ìåðîïðèÿòèé ïî ñîçäàíèþ è ðàçâèòèþ ðåãèîíàëüíûõ ÍÎÌÖ
(Ñîãëàøåíèå 075�02�2023�912).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Îâñÿííèêîâ Ë.Â. Ëåêöèè ïî îñíîâàì ãàçîâîé äèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1981.

ÃÐÓÏÏÎÂÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Á.Ä. Àííèí1, Ñ.È. Ñåíàøîâ2

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò íàóêè è òåõíîëîãèé èì. Ì.Ô. Ðå-
øåòíåâà, Êðàñíîÿðñê

1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

utt +Duxxxx = φ2(

l∫
0

u2
xdx)uxx. (1)
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Ýòî óðàâíåíèå ïðè D = 0 âïåðâûå ðàññìîòðåíî â [1]. Ïðè ýòîì æå óñëîâèè óðàâíåíèå
(1), ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé, ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ñ.À. ×àïëûãèíà [2], ãðóï-
ïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîòîðîãî ðåøåíà Ë.Â. Îâñÿííèêîâûì [3, 4].
2. Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (1) ðàññìîòðåíî â [5], îíî èìååò âèä

utt +D∆∆u = φ2(

l∫
0

l∫
0

(∇u)2dxdy)∆u, (2)

ãäå D - èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, ∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x, y.
Óðàâíåíèÿ (1) - (2) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ïðè èíòåíñèâíûõ âèáðàöèÿõ ïàíåëåé îáøèâêè ñàìîëåòîâ è ðàêåò, âîçáóæäà-
åìûõ íàáåãàþùèì ïîòîêîì âîçäóõà.
Â ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé (1) - (2). Ïðèâåäåíû
òî÷íûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê òåñòîâûå ïðè
÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòèõ óðàâíåíèé.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Áåðøòåéí Ñ.Í. Îá îäíîì êëàññå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè. Èçâ. ÀÍ. ÑÑÑÐ. 1940. Ò. 4, �1. Ñ. 17�20.

2. ×àïëûãèí Ñ.À. Î ãàçîâûõ ñòðóÿõ. Ìîñêâà: Ó÷¼íûå çàïèñêè Ìîñêîâñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà, 1902.

3. Îâñÿííèêîâ Ë.Â. Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íîâîñè-
áèðñê, 1962.

4. Îâñÿííèêîâ Ë.Â. Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Ñ.À. ×àïëûãèíà. ÏÌÒÔ. 1960.
�3. Ñ. 126�145.

5. Âåäåíååâ Â.Â., Øèòîâ Ñ.Â. Ôëàòòåð ïåðèîäè÷åñêè ïîäêðåïëåííîé óïðóãîé ïîëî-
ñû â ïîòîêå ãàçà ñ ìàëîé ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Èçâ. ÐÀÍ. ÌÒÒ. 2015. �3.
Ñ. 105�126.

ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÌÎÄÅËÈ ÍÅÏÎËÍÎÉ ÎÁÐÀÒÈÌÎÑÒÈ
ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ Â ÏÐÅÄÅËÀÕ ÏÅÐÂÛÕ ÄÂÓÕ

ÑÒÀÄÈÉ

Å.À. Àôàíàñüåâà, Â. Å. Çîòååâ

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Õàðàêòåðèñòèêè ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïàðà-
ìåòðàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé â óñëîâèÿõ âû-
ñîêèõ òåìïåðàòóð, âíåøíèõ íàãðóçîê è ïðîäîëæèòåëüíîé ýêñïëóàòàöèè. Ïîýòîìó ïî-
ñòðîåíèå òåîðèé ïîëçó÷åñòè è ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè èõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ îä-
íîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Îäíîé èç íåìíîãèõ
òåîðèé, îïèñûâàþùèõ îáðàòèìóþ êîìïîíåíòó ðåîëîãè÷åñêîé äåôîðìàöèè â ïðåäåëàõ
ïåðâûõ äâóõ ñòàäèé, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü íåïîëíîé îáðàòèìîñòè äåôîðìàöèè ïîëçó÷å-
ñòè Þ.Ï. Ñàìàðèíà [1]. Îäíàêî ìåòîäèêà èäåíòèôèêàöèè åå ïàðàìåòðîâ èìååò ðÿä
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íåäîñòàòêîâ: òðåáîâàíèå âûïóêëîñòè è ìîíîòîííîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìî-
ñòè äëÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè, ÷òî íå âñåãäà íàáëþäàåòñÿ íà ïðàêòèêå [2].

Îòñóòñòâèå àëãîðèòìîâ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è
ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé íå ïîçâîëÿåò ñòðîãî îöåíèòü àäåê-
âàòíîñòü ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé ïîëçó÷åñòè è äîñòîâåðíîñòü îöåíîê åå ïàðàìåòðîâ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè [1, 2], êîòîðûé ïðèíöèïèàëüíî óñòðàíÿåò îòìå÷åííûå íåäîñòàò-
êè.

Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ïåðåõîä îò íåëèíåéíîé
ïî ñâîèì ïàðàìåòðàì ìîäåëè ïîëçó÷åñòè ê ëèíåéíî-ïàðàìåòðè÷åñêîé äèñêðåòíîé ìî-
äåëè â ôîðìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, ïîëó-
÷åííûå â õîäå ýêñïåðèìåíòà. Óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñâÿçü ìåæ-
äó ïàðàìåòðàìè èñõîäíîé ìîäåëè è êîýôôèöèåíòàìè ëèíåéíî-ïàðàìåòðè÷åñêîé äèñ-
êðåòíîé ìîäåëè, è ïðåäëîæåíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îöå-
íèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíî-ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè.

Âûïîëíåíà ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì äëÿ ñïëàâà ÝÈ736 ïðè òåìïåðàòóðå 500 ◦C, ÝÈ696 ïðè òåìïåðàòóðå 750 ◦C,
ÝÈ437À ïðè òåìïåðàòóðå 700 ◦C, è ÂÆ98 ïðè òåìïåðàòóðå 900 ◦C, êîòîðàÿ ïîêàçàëà
ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé è ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (òåìà � FSSE-2023-0003) â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ
Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÊÐÓ×ÅÍÈÅ ÑÒÅÐÆÍß ÊÎËÜÖÅÂÎÃÎ ÑÅ×ÅÍÈß Â ÓÑËÎÂÈßÕ
ÎÐÒÎÒÐÎÏÍÎÉ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ

È.À. Áàíùèêîâà

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íà ñäâèã èçîòðîïíûõ è îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè-
ìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû: ìåòîä Èîñèïåñêó; êðó÷åíèå â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ïðè
ìàëûõ ïðîãèáàõ; èñïûòàíèÿ íà ðàñòÿæåíèå ïîä óãëîì 45◦ ê îñíîâíûì íàïðàâëåíè-
ÿì; èñïûòàíèÿ íà êðó÷åíèå òîíêîñòåííûõ è ñïëîøíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ è
äðóãèå. Â ñëó÷àå îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðè êðó÷åíèè ñòåðæíåé âîçíèêàåò äåïëà-
íàöèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ò.å. åãî èñêðèâëåíèå èç ïëîñêîñòè, ïðè ýòîì èçîëèíèè
íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿþò íå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè, à èìåþò áîëåå ñëîæíîå
ðàñïðåäåëåíèå [1 - 3]. Êàê ñëåäñòâèå âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ íà ñäâèã èç òàêèõ èñïûòàíèé.
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Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ çàäà÷è êðó÷åíèÿ ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì ñòåðæíÿ ñïëîø-
íîãî êðóãëîãî ñå÷åíèÿ èç îðòîòðîïíîãî ïðè ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà, îáîáùåíû íà ñëó-
÷àé ñòåðæíÿ êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåíî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ: Áõàòíàãàðà�Ãóïòû (ìåòîä 1); îöåíêè, ïîëó÷åí-
íûå íà îñíîâå ïðèíöèïîâ ìèíèìóìà ïîëíîé ìîùíîñòè (ìåòîä 2) è äîïîëíèòåëüíîãî
ðàññåÿíèÿ (ìåòîä 3); ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîãðàììû ANSYS (ìåòîä 4). Äëÿ
îðòîòðîïíûõ ñòåðæíåé êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü îöåíêè íàïðÿæåí-
íî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (skeletal
point stresses method). Íàïðÿæåíèå â îêðåñòíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òî÷åê ïðàê-
òè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â ïðîöåññå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ îò óïðó-
ãîãî äî ñîñòîÿíèÿ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå îðòîòðîïíîãî
ìàòåðèàëà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ íà òîì æå ðàññòîÿíèè âäîëü
ðàäèóñà, ÷òî è äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, íî ïîä óãëàìè 45◦ ê ãëàâíûì îñÿì îðòî-
òðîïèè. Âûâåäåííûå íà îñíîâå ìåòîäîâ 1 è 3 àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè çàêðó÷èâàíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ è îöåíêè ñäâèãîâûõ ïà-
ðàìåòðîâ ìîäåëè îðòîòðîïíîé ïîëçó÷åñòè Õèëëà èç èñïûòàíèé íà êðó÷åíèå èëè äëÿ
èõ óòî÷íåíèÿ, åñëè ýòè ïàðàìåòðû íàéäåíû èíûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, ìåòîäîì
Ñîñíèíà èç èñïûòàíèé íà ðàñòÿæåíèå ïîä óãëîì 45◦ ê îñíîâíûì íàïðàâëåíèÿì.
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ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÀß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÃÎ
ÒÅ×ÅÍÈß Â ÑËÀÁÎÌ ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎËÅ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñîâìåñòíîì òå÷åíèè èñïàðÿþùåéñÿ æèäêîñòè è ïàðîãà-
çîâîãî ïîòîêà â ïëîñêîì ãîðèçîíòàëüíîì êàíàëå. Äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæè-
ìîâ èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíîå òî÷íîå ðåøåíèå ðàíãà 1 äåôåêòà 3 óðàâíå-
íèé òåðìîêîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèè, ïîëó÷åííîå â ðàìêàõ äâóìåðíîé ïîñòàíîâêè
[1]. Ðåøåíèå ïîçâîëÿåò êîððåêòíî ó÷åñòü äèôôóçèîííîå èñïàðåíèå íà ìåæôàçíîé
ãðàíèöå è âëèÿíèå òåðìîäèôôóçèîííûõ ýôôåêòîâ â ãàçîâîé ôàçå, âîçíèêàþùèõ çà
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ñ÷¼ò ïðèñóòñòâèÿ èñïàðÿåìîãî êîìïîíåíòà [2]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåíîñ ìàññû
÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà æèäêîñòü � ãàç âûçâàí ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì ñäâèãîâûõ íà-
ïðÿæåíèé, èíäóöèðóåìûõ ãàçîâûì ïîòîêîì, è òåïëîâîé íàãðóçêè, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî
ëèíåéíîìó îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû çàêîíó è ïðèëîæåííîé íà ñòåíêàõ
êàíàëà.

Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåæèìîâ èñïàðèòåëüíîé êîíâåêöèè, âîçíèêàþùèõ ïðè
ïîíèæåííîé ãðàâèòàöèè. Ìåòîäîì íîðìàëüíûõ ìîä ïîëó÷åíû íåéòðàëüíûå ïîâåðõ-
íîñòè, îïðåäåëÿþùèå êðèòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñè-
ñòåìå ñ íåäåôîðìèðóåìîé ãðàíèöåé ðàçäåëà íàèáîëåå îïàñíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííûå âîçìóùåíèÿ. Äåôîðìàöèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþ-
ùåå âëèÿíèå; ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû æèäêîãî ñëîÿ ïðîèñõîäèò ñìåíà ãëàâ-
íîé ìîäû � ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñíà÷àëà ðåàëèçóþòñÿ äâóìåðíûå âîçìóùåíèÿ,
âûçûâàþùèå ôîðìèðîâàíèå ïîïåðå÷íûõ âàëîâ, äðåéôóþùèõ â íàïðàâëåíèè îñíîâ-
íîãî ïîòîêà.

Â ñëó÷àå êîíå÷íî-àìïëèòóäíûõ âîçìóùåíèé, ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íûì êîîðäèíàòàì, ðàññ÷èòàíû âòîðè÷íûå ðåæèìû, âîçíèêàþùèå ïðè ïîòåðå óñòîé-
÷èâîñòè òå÷åíèÿ â ñèñòåìå ñ íåäåôîðìèðóåìîé ãðàíèöåé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî òåïëî-
âûå âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê æ¼ñòêîìó âîçáóæäåíèþ ðåæèìîâ âàëèêîâîé êîíâåêöèè,
ïðè êîòîðûõ â æèäêîñòè ôîðìèðóþòñÿ õàðàêòåðíûå óïîðÿäî÷åííûå ïðîäîëüíûå
ñòðóêòóðû, âäîëü êîòîðûõ ÷àñòèöû ïåðåìåùàþòñÿ ïî âèíòîîáðàçíûì òðàåêòîðèÿì
ñî ñëîæíîé ñèììåòðèåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 22-11-00243, https://rscf.ru/project/22-11-00243/).
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Ìåòîä ×îõðàëüñêîãî - îñíîâíîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ ðàçëè÷íîãî íà-
çíà÷åíèÿ. Ýòèì ìåòîäîì êðèñòàëëû âûòÿãèâàþòñÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàñïëà-
âîâ [1, 2, 3]. Ïîýòîìó íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâîâ åñòü ðàäèàëüíûé ãðàäèåíò
òåìïåðàòóðû èç-çà ïåðåïàäà òåìïåðàòóðû ìåæäó ñòåíêàìè òèãëÿ è õîëîäíûì ôðîí-
òîì êðèñòàëëèçàöèè (ÔÊ). Â ðåæèìå åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè ïðèðîäà òå÷åíèÿ ðàñ-
ïëàâà òåïëîâàÿ ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíàÿ. Íà êðîìêó êðèñòàëëà âäîëü ñâîáîäíîé
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ïîâåðõíîñòè îò ñòåíêè òèãëÿ íàáåãàåò ïîòîê íàãðåòîãî ðàñïëàâà è ïîäïëàâëÿåò ïåðè-
ôåðèþ ÔÊ. Äëÿ îòòåñíåíèÿ îò êðîìêè ÔÊ íàòåêàþùåãî ïîòîêà ðàñïëàâà è, êàê ñïî-
ñîá óïðàâëåíèÿ êîíâåêòèâíûì òåïëîîáìåíîì, ïðèìåíÿåòñÿ ïîäáîð ñêîðîñòè âðàùå-
íèÿ êðèñòàëëà [2, 3]. Ðîñò êðèñòàëëîâ ïðîèñõîäèò â ðåæèìàõ ñìåøàííîé êîíâåêöèè.
Ïëîõî èçó÷åííûå ïðîáëåìû � âëèÿíèå ïàäåíèÿ óðîâíÿ ðàñïëàâà íà êîíâåêòèâíûé
òåïëîîáìåí è âëèÿíèå ðàäèàöèîííî-êîíâåêòèâíîé òåïëîîòäà÷è îò êðèñòàëëîâ ïî ìå-
ðå óâåëè÷åíèÿ åãî äëèíû íà ïîëÿ òåìïåðàòóðû â êðèñòàëëå. ×èñëåííî èññëåäîâàíî
âëèÿíèå âûñîòû ñëîÿ ðàñïëàâà íà ãèäðîäèíàìèêó è êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí â äèà-
ïàçîíå îòíîñèòåëüíûõ âûñîò ñëîÿ ãåïòàäåêàíà 0,1 ≤ H/RT ≤ 2,0 ñ øàãîì ÷åðåç 0,1.
Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïðè ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ êðèñòàëëà, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó Ðåéíîëüäñà Re = 95, ïðè çíà÷åíèÿõ ÷èñåë
Ãðàñãîôà, Ìàðàíãîíè è Ïðàíäòëÿ Gr = 1215, Ma = 2930, Pr = 40,35, ïðè îòíîøåíèè
ðàäèóñà òèãëÿ ê ðàäèóñó êðèñòàëëà RT/RK = 1,94. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ ÔÊ íà ãèäðîäèíàìèêó è êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ïðè îòíîñèòåëüíîé
âûñîòå ñëîÿ âûñîòû ñëîÿ ðàñïëàâà H/RT = 1,0, â äèàïàçîíå ÷èñåë Ðåéíîëüäñà 0 ≤
Re ≤ 125. Ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíî âëèÿíèå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ÔÊ íà ïîëÿ
ñêîðîñòè, ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû òå÷åíèÿ è íà ôîðìû ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè.
×èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èññëåäîâàí íåñòàöèîíàðíûé ñîïðÿæåííûé
êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ïðè êðèñòàëëèçàöèè ãåïòàäåêàíà è âîäû íà îõëàæäàåìîì
íåïîäâèæíîì è ðàâíîìåðíî âðàùàþùåìñÿ äèñêå. Ïðè êðèñòàëëèçàöèè âîäû ó÷èòû-
âàëàñü èíâåðñíàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè îò òåìïåðàòóðû. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ïðè
ôèêñèðîâàííîé ãåîìåòðèè H/RT = 1, RT/RK = 2,5 ïðè äèñêðåòíîì íàáîðå ñêîðîñòè
âðàùåíèè è ïåðåïàäîâ òåìïåðàòóðû ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ äèñêà è âíåøíåé ñòîðî-
íîé ñòåíîê òèãëÿ. Â ðåæèìàõ ðàäèöèîííî-êîíâåêòèâíîé òåïëîîòäà÷è îò êðèñòàëëîâ
â îêðóæàþùóþ ñðåäó èññëåäîâàíî âëèÿíèå äëèíû è ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êðèñòàëëîâ
êðåìíèÿ íà ïîëÿ òåìïåðàòóðû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè
âûðàùèâàíèè ìîíîêðèñòàëëîâ èç ðàñïëàâîâ îêñèäîâ è ýâòåêòèê ñ èíâåðñíûìè çàâè-
ñèìîñòÿìè ïëîòíîñòè ðàñïëàâîâ îò òåìïåðàòóðû, íàïðèìåð, êàäìèé-ðòóòü-òåëëóð
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Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Èññëåäîâàíèÿ êîíñòðóêöèé ñ ìíîãîôàêòîðíûì ó÷åòîì ðàçëè÷íîãî ðîäà âîçäåé-
ñòâèé íà íèõ èëè èõ îòâåòñòâåííûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè. Òàêèå èñ-
ñëåäîâàíèÿ èìåþò âûñîêóþ öåííîñòü ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ðàáîòû êîíñòðóêöèè è
ðàñ÷åòà å¼ äîëãîâå÷íîñòè â ðàìêàõ êîìïüþòåðíîãî èíæèíèðèíãà. Â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ñóùåñòâóåò áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ðàáîò, ðàññìàòðèâàþùèõ ïîâåäåíèå ïîëèìå-
ðîâ è êîìïîçèòîâ ñ ó÷åòîì ìàëîãî êîëè÷åñòâà ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà èõ ðàáîòó.
Îäíàêî ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé ñóïåðêîìïüþòåðîâ è èíôîðìàöè-
îííûõ òåõíîëîãèé, ïîâûøàþòñÿ âîçìîæíîñòè è êà÷åñòâî ðåøåíèé ÷èñëåííûõ ïðî-
öåäóð. Ïðè ðàñ÷åòå äîëãîâå÷íîñòè êîíñòðóêöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âÿçêîóïðó-
ãîïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåðèàë
ðàñïðîñòðàííåííûé â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ ïðîìûøëåííîñòè - ãàììà ìîäèôèöèðîâàí-
íûé ôòîðîïëàñò. Ýòîò ìàòåðèàë ïðèìåíÿåòñÿ â êà÷åñòâå ñëîÿ ñêîëüæåíèÿ, çàùèò-
íîãî ïîêðûòèÿ. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áûëè ïîëó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî [1]. Íà èõ
îñíîâå áûëè ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè âÿçêîóïðóãîãî ïîâå-
äåíèÿ ìàòåðèàëà êàê òåëî Ìàêñâåëëà ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ìîäåëè Ïðîíè [2].
Ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå ïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà, ðàáîòàþùåãî â ðàìêàõ ìåõàíèêè äå-
ôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, â êà÷åñòâå ñëîÿ ñêîëüæåíèÿ â îòâåòñòâåííîì ýëåìåíòå
êîíñòðóêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé óçåë òðåíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ ó÷åòà
âÿçêîñòè ìàòåðèàëà êàê ïðè åäèíîêðàòíîì òàê è ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèÿõ.
Íà ìîäåëü äåéñòâóåò ðàñïðåäåëåííîå âåðòèêàëüíîå óñèëèå 1000êÍ. Äàííûé àíàëèç
ïðîâîäèëñÿ äëÿ íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ òîëùèíû ñëîÿ ñêîëüæåíèÿ. Åãî ñòàíäàðòíàÿ
òîëùèíà 4 ìì. Îäíàêî, îñíîâûâàÿñü íà ïðåäïîëîæåíèè îá óâåëè÷åíèè áåçðåìîíòíîãî
ñðîêà ñëóæáû êîíñòðóêöèè çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ òîëùèíû ïîëèìåðíîãî ñëîÿ (âïëîòü
äî 12 ìì). Ïðè ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå ðåøåíèé ïîëó÷åííûõ äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé
è âÿçêîóïðóãîé ìîäåëåé ïîâåäåíèÿ âûÿâëåíî, ÷òî ïðè ó÷åòå âÿçêîñòè ìàòåðèàëà ïîä
âîçäåéñòâèåì îäíîêðàòíîé íàãðóçêè òîëùèíà ñëîÿ ñêîëüæåíèÿ íå îêàçûâàåò âëèÿ-
íèÿ íà ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíòàêòíûõ ïàðàìåòðîâ. À ïàðàìåòðû íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó òàêîé ìîäåëè â íåñêîëüêî ðàç íèæå.

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò � FSNM-2023-0007).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Adamov A.A., Kamenskikh A.A., Nosov Yu.O. Comparative Analysis of the Polymeric
Materials Deformation Behavior under Squeezed and Free Compression. IOP Conf. Ser.
Mater. Sci. Eng. 2020. Vol. 731. Art. 012007.

2. Kamenskikh A.A., Nosov Y.O., Bogdanova A.P. The Study In�uence Analysis of the
Mathematical Model Choice for Describing Polymer Behavior. Polymers. 2023. Vol. 15.
Art. 3630.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 27

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ
ÄËß ÎÏÈÑÀÍÈß ÏÎËÈÌÅÐÎÂ È ÏÀÑÒÎÎÁÐÀÇÍÛÕ

ÑÌÀÇÎ×ÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ
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Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Àêòèâíîå ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ðàáîòó êîí-
ñòðóêöèé â ðàìêàõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ
óñëîâèÿõ. Äëÿ ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè è ðåàëüíîé
êîíñòðóêöèè, íåîáõîäèìî îñíîâàòåëüíî ïîäõîäèòü ê îïèñàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ïîâåäåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ìàòåðèàëîâ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [1] àâòîðû ðàññìàò-
ðèâàþò ïðèìåíåíèå ìîäåëåé â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè: ñòàòè÷åñêèé ðàñ÷åò, äèíàìè÷åñêèé ðàñ÷åò è ò.ä. Â ðàáîòå [2] ïðîâåäåíî èñ-
ñëåäîâàíèå îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ïàñòîîáðàçíîãî ñìàçî÷íîãî
ìàòåðèàëà â äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Òàêæå, â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçðàáà-
òûâàþòñÿ ñîâðåìåííûå ïîëèìåðíûå è êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò âûäåðæèâàòü íå òîëüêî áîëüøèå íàãðóçêè, ïåðåãðóçêè è ò.ä., íî è ðàáîòàòü
â àãðåññèâíûõ ñðåäàõ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü ðàáîòó
èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà â êîíñòðóêöèè, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñíèæàåò ýêîíîìè÷åñêèå
è âðåìåííûå çàòðàòû íà âíåäðåíèå ðàçðàáîòêè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäå-
íèÿ ïîëèìåðîâ è ïàñòîîáðàçíûõ ñìàçî÷íûõ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ. Òàêèå òèïû ìàòåðèàëîâ õàðàêòåðíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ ìåõàíèêè äå-
ôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çà-
äà÷è ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ
âÿçêîóïðóãîé ìîäåëüþ è ðåàëèçàöèè çàäà÷è â ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, òåëî âåäåò ñå-
áÿ êàê àáñîëþòíî óïðóãîå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áèëèíåéíîãî
èçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ, â ðàìêàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è â äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, âîç-
íèêàåò çíà÷èòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ÷èñëåííûìè äàí-
íûìè. Îòñþäà, âíåñåíû ðÿä ïðåäïîëîæåíèé î ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ: â ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü áèëèíåéíûå ìîäåëè; â äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü ìîäåëè ñ âîçìîæíîñòüþ îïèñàíèÿ ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñàöèè è ò.ä

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò � FSNM-2023-0007).
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÅÐÅÕÎÄÎÌ Ê ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈ Â
ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ ÑËÎÅ ÑÒÐÅËÎÂÈÄÍÎÃÎ ÊÐÛËÀ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ

ÐÅËÜÅÔÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

À.Â. Áîéêî, Â.È. Áîðîäóëèí, À.Â. Èâàíîâ, Ñ.Â.
Êèðèëîâñêèé, Ä.À. Ìèùåíêî, Ò.Â. Ïîïëàâñêàÿ

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à
ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàññèâíûé ìåòîä çàäåðæêè ïåðåõîäà ê òóðáóëåíòíîñòè â ïîãðà-
íè÷íîì ñëîå ñòðåëîâèäíîãî êðûëà ïðè ïîìîùè ñòðóêòóðèðîâàííîãî ðåëüåôà ïîâåðõ-
íîñòè, ñîñòîÿùåãî èç ïðÿìîóãîëüíûõ ïîëîñ, ðàñïîëîæåííûõ ïàðàëëåëüíî ïåðåäíåé
êðîìêå. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü â ðàáî÷åé ÷àñòè ìàëîòóðáóëåíòíîé àýðîäèíà-
ìè÷åñêîé òðóáû Ò�324 ÈÒÏÌ ÑÎ ÐÀÍ. Èñïîëüçîâàëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìîäåëü
ñòðåëîâèäíîãî êðûëà, êàê â ðàáîòå [1]. Òåïëîâèçèîííûå èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà
âåðõíåé ñòîðîíå ìîäåëè ïðè óãëå àòàêè α = −5◦. Ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà èç-
ìåíÿëàñü â äèàïàçîíå 20 ÷ 42 ì/ñ. Äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïåðåõîäà ê òóðáóëåíòíîñòè
èñïîëüçîâàëàñü ìåòîäèêà, îïèñàííàÿ â [2].

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ïîìå-
ùåííûì â íåãî ñòðåëîâèäíûì êðûëîì. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü è ôîðìà êðûëà ñîîòâåò-
ñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûì. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïî ìåòîäèêå, îïèñàííîé â [3].

Èñïîëüçîâàëèñü ðåëüåôû, ñîñòîÿùèå èç îäíîé èëè íåñêîëüêèõ äëèííûõ ïîëîñ
ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ïåðåäíåé êðîìêè. Îêàçàëîñü, ÷òî â
ðàñ÷åòàõ è ýêñïåðèìåíòå ðåëüåôû ñìåùàþò ïîëîæåíèÿ íà÷àëà ïåðåõîäà è òóðáóëåíò-
íîñòè âíèç ïî òå÷åíèþ äî 10÷12% äëèíû õîðäû êðûëà. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïîëîñ,
ýôôåêò çàäåðæêè ïåðåõîäà óâåëè÷èâàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå äàííûå äåìîíñòðèðóþò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàí-
íîãî ñòðóêòóðèðîâàííîãî ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè êàê ïàññèâíîãî ìåòîäà îñëàáëåíèÿ
íåóñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íîãî òå÷åíèÿ è çàòÿãèâàíèÿ ïåðåõîäà ê òóðáóëåíòíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-19-00644).
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Ïåðâûé Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ìåäèöèíñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè
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Ëèìôàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ËÑ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåòü ëèìôàòè÷åñêèõ ñîñóäîâ è
ëèìôîèäíûõ îðãàíîâ (òàêèõ êàê ñåëåçåíêà, ëèìôàòè÷ñêèå óçëû è äð.) íåðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ ïî âñåìó òåëó. ËÑ âûïîëíÿåò äâå îñíîâíûå ôóíêöèè: à) òðàíñïîðò
æèäêîñòè èç òêàíåé â êðîâåíîñíóþ ñèñòåìó äëÿ ïîääåðæàíèÿ ãîìåîñòàçà æèäêîñòè
è á) òðàíñïîðò àíòèãåíîâ è èììóííûõ êëåòîê â ëèìôàòè÷åñêèå óçëû, ãäå ïðîèñõîäÿò
èììóííûå ðåàêöèè. Â îòëè÷èå îò êðîâåíîñíîé ñèñòåìû, ñòðóêòóðíî-ôóíêöèîíàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè è áèîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ËÑ è ôîðìèðóþùèõ å¼ îòäåëüíûõ îð-
ãàíîâ èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî. Ðàçðàáîòêà ðàñ÷åòíûõ ìîäåëåé ËÑ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé èììóíîëîãèè, ÷òî îáóñëîâ-
ëåíî íåîáõîäèìîñòüþ èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìåõàíèçìîâ ðåãóëÿöèè
èììóííîãî îòâåòà, èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòåé êîìïåíñàöèè ïîñëåäñòâèé ëèìôàäåíýêòî-
ìèè, ñèñòåìíîé êîððåêöèè èììóííîãî îòâåòà ïðè àóòîèììóííûõ è îíêîëîãè÷åñêèõ
çàáîëåâàíèÿõ è äð. [1]. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ ñåòåâîé
ñòðóêòóðû ËÑ ÷åëîâåêà [2] è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ æèâîòíûõ [3]. Ðàññìîòðåíû ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ìîäåëè ëèìôàòè÷åñêèõ óçëîâ è ñåëåçåíêè è çàäà÷è èíòåãðàöèè ìîäåëåé
èäèâèäóàëüíîé êëåòî÷íîé ìèãðàöèè â òðåõìåðíûå ñòðóêòóðû ëèìôîèäíûõ îðãàíîâ
äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ èììóííîãî ðåàãèðîâàíèÿ íà âèðóñíûå èíôåêöèè [4]. Èç-
ëîæåíû èññëåäîâàíèÿ ïî ïîñòðîåíèþ, ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè è êàëèáðîâêå ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé âèðóñíûõ èíôåêöèé, îïèñûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ
äèíàìèêó êîìïîíåíò èììóííîé ñèñòåìû â ëèìôîèäíûõ îðãàíàõ, âêëþ÷àÿ òêàíåñïå-
öèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðåöèðêóëÿöèè èììóííûõ êëåòîê.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-11-00116).
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ÏÐÎÑÒÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÎÑÒÎßÍÈß ÆÈÄÊÎÃÎ ÑÂÈÍÖÀ ÏÐÈ
ÂÛÑÎÊÈÕ ÄÀÂËÅÍÈßÕ È ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÀÕ

Ê.À. Áîÿðñêèõ1,2, Ê.Â. Õèùåíêî1,2,3

1Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò âûñîêèõ òåìïåðàòóð ÐÀÍ, Ìîñêâà
2Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Äîëãîïðóäíûé
3Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ×åëÿáèíñê

Ïðèìåíåíèå æèäêîãî ñâèíöà â êà÷åñòâå òåïëîíîñèòåëÿ äëÿ ÿäåðíûõ ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ óñòàíîâîê îáóñëàâëèâàåò âàæíîñòü çíàíèÿ åãî ñâîéñòâ â øèðîêîì äèàïàçîíå
óäåëüíûõ îáúåìîâ è òåìïåðàòóð. Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíû
ïðîñòûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ýòîãî ìåòàëëà íà îñíîâå ïÿòè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Òàê-
æå ðàññ÷èòàíà ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ æèäêèõ è ãàçîîáðàçíûõ ñîñòîÿíèé ñâèíöà è
îöåíåíû ïàðàìåòðû êðèòè÷åñêîé òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà æèäêîñòü�ãàç.

Ìîäåëè, â ðàìêàõ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â ýòîé ðàáîòå, ïðåä-
ñòàâëåíû ôóíêöèÿìè äàâëåíèÿ îò óäåëüíîãî îáúåìà è òåìïåðàòóðû. Ïåðâàÿ ìîäåëü
� ýòî óðàâíåíèå Âàí-äåð-Âààëüñà [1]. Âòîðàÿ � îïèñûâàåò ïîâåäåíèå çàðÿæåííûõ
òâåðäûõ ñôåð [2]. Òðåòüÿ � ïîëó÷åíà ïðè ðàññìîòðåíèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ òî÷å÷-
íûõ öåíòðîâ [3], îíà ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå ñèë ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ
ìåæäó ÷àñòèöàìè âåùåñòâà áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà. ×åò-
âåðòàÿ � îáîáùàåò ïåðâûå äâå â ðåçóëüòàòå ïàðàìåòðèçàöèè ñòåïåíè óäåëüíîãî îáú-
åìà â óïðóãîé êîìïîíåíòå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Íàêîíåö, àâòîðû ïÿòîé ìîäåëè [4, 5]
ïðåäïðèíÿëè ïîïûòêó îïòèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü äëÿ ôàêòîðà
ñæèìàåìîñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñóìåëè óëó÷øèòü îïèñàòåëüíûå ñïîñîáíîñòè óðàâ-
íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

Ïàðàìåòðû óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿëèñü ñ ïîìîùüþ äàííûõ èç îïûòîâ ïî
òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ æèäêîãî ñâèíöà â èçîáàðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Òàêæå â êàæ-
äóþ ìîäåëü áûëà ââåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ñìûñë ïîñòîÿííîé
óäåëüíîé èçîõîðíîé òåïëîåìêîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü òåðìîäèíàìè÷åñêè ïîë-
íûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò óäàðíûõ àäèàáàò è îïðåäåëèòü
îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè êàæäîé ìîäåëè, îñíîâûâàÿñü íà ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ-
÷åòîâ ñ îïûòíûìè äàííûìè ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ è òåìïåðàòóðàõ.
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Ïðè ïðîâåäåíèè ñîñóäèñòûõ îïåðàöèé î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå ãåìî-
äèíàìè÷åñêîãî ìîíèòîðèíãà äëÿ îòñëåæèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ êðîâîòîêà â ðåàëüíîì
âðåìåíè ñ öåëüþ ðàííåãî îáíàðóæåíèÿ âîçìîæíûõ îñëîæíåíèé. Èõ ïðîãíîçèðîâà-
íèå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé êàê ñ ïðàêòè÷åñêîé, òàê è ñ íàó÷íîé òî÷åê çðåíèÿ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòðàîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçà, íåèíâàçèâíîé äèàãíîñòèêè è ïëàíèðî-
âàíèÿ ñëîæíûõ îïåðàöèé íåîáõîäèìà ìîäåëü ãåìîäèíàìèêè, îòëè÷àþùàÿñÿ âûñîêîé
ñêîðîñòüþ ðàáîòû.

Äàííàÿ ìîäåëü äîëæíà áûòü ðàçðàáîòàíà íà îñíîâå êëèíè÷åñêèõ äàííûõ î ïàðà-
ìåòðàõ êðîâîòîêà. Îäíàêî, ïîëó÷åíèå òàêèõ äàííûõ, èõ ïîäãîòîâêà è àíàëèç çà÷à-
ñòóþ ÿâëÿþòñÿ çàòðóäíèòåëüíûìè. Âìåñòå ñ ýòèì, ðàçëè÷íûå ìåòîäû âû÷èñëèòåëü-
íîé ãåìîäèíàìèêè ìîãóò òðåáîâàòü ìàññèâû äàííûõ áîëüøîãî îáúåìà. Íàïðèìåð,
êà÷åñòâî ïðîãíîçà íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé, îòëè÷àþùèõñÿ áîëüøèì áûñòðîäåéñòâè-
åì, çà÷àñòóþ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà äàííûõ, èñïîëüçóåìûõ ïðè èõ îáó÷åíèè. Íàïðî-
òèâ, ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â óïðóãèõ òðóáêàõ,
íå íóæäàþòñÿ â òàêîì áîëüøîì êîëè÷åñòâå äàííûõ äëÿ âåðèôèêàöèè, íî ÿâëÿþòñÿ
âû÷èñëèòåëüíî çàòðàòíûìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, íàèáîëåå îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîä-
õîä, ïðè êîòîðîì äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîñåòåé èñïîëüçóåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî äàííûõ
êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå êëèíè÷åñêèõ äàííûõ.

Ðàçðàáîòàíà ìîäåëü íåéðîííîé ñåòè ñ óïðàâëÿåìûì ðåêóððåíòíûì áëîêîì, ïîçâî-
ëÿþùàÿ ïðîèçâîäèòü îöåíêó çíà÷åíèé âíóòðèñîñóäèñòîãî äàâëåíèÿ ïî äàííûì ñêî-
ðîñòè ïóëüñîâîé âîëíû. Îáó÷åíèå ìîäåëè ïðîèçâîäèëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ áàç äàííûõ î êðîâîòîêå [1], [2], ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êëèíè÷åñêèõ äàííûõ. Ïðîâåä¼í ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
äàííîé ìîäåëè ñ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò áûñòðîäåéñòâóþùèé ìåòîä îöåíêè âíóòðè-
ñîñóäèñòîãî äàâëåíèÿ ïî èíôîðìàöèè î âíóòðèñîñóäèñòîì êðîâîòîêå, êîòîðûé ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ ê èíòðàîïåðàöèîííîìó ãåìîäèíàìè÷åñêîìó
ìîíèòîðèíãó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ �22-11-00264
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Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ âî âðåìåíè ãëàäêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé äèíàìèêè âÿç-
êîé æèäêîñòè, êàê è çàäà÷à èõ âûñîêîòî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàíû ñ àíàëèçîì äâè-
æåíèÿ îñîáûõ òî÷åê (ïîëþñîâ, òî÷åê âåòâëåíèÿ è ò. ï.) àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé
ýòèõ ðåøåíèé â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C, ñì., íàïðèìåð, [1]. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t
òàêèå òî÷êè ìîãóò âîçíèêàòü è èñ÷åçàòü, äâèãàòüñÿ ïî ñëîæíûì òðàåêòîðèÿì â C è
âûõîäèòü â îáëàñòü ïåðåìåííûõ, ãäå èùåòñÿ ðåøåíèå. Ïîñëåäíåå çà÷àñòóþ îçíà÷àåò,
÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðåñòà¼ò ñóùåñòâîâàòü.

Îáçîð ìåòîäîâ ëîêàëèçàöèè îñîáûõ òî÷åê â íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ ôèçèêè äàí
â [2]. Îäèí èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îñíîâàí íà àíàëèçå àñèìïòîòèêè êî-
ýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå. Åãî ïðèëîæåíèå ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé ãèäðîäèíà-
ìèêè (â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, ÓÁ) âïåðâûå ðåàëèçîâàíî â [3]. Çäåñü â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ u(z, t) èìååò èçîëèðîâàííóþ òî÷êó âåòâëå-
íèÿ z∗(t) = x∗(t)+iε(t) ∈ C ïîðÿäêà α(t) ∈ R: u(z, t) = O

(
(z−z∗(t))α(t)

)
ïðè z → z∗(t),

èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå åãî k-ãî êîýôôèöèåíòà Ôóðüå:

ûk(t) = O
(
k−(1+α(t)) exp(−ε(t)k) exp(ikx∗(t))

)
ïðè k →∞. (1)

Ñ ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ àâòîðàì [3] óäàëîñü íàéòè ûk(t) ïðè áîëüøèõ
k è t > 0; àíàëèçèðóÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ûk(t) ñ ðîñòîì k, îöåíèòü ïàðàìåòðû α(t),
ε(t), x∗(t); è â èòîãå íàéòè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ è ïîðÿäîê îñîáîé òî÷êè. Îäíàêî
ðàçâèòü àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà äî ñèõ ïîð íå óäàëîñü.

Â ðàáîòå ñ ïðèìåíåíèåì íîâîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîëó÷åíû ïðèáëèæåíèÿ ðåøå-
íèÿ ÓÁ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäîâ Ôóðüå: ΦN(u) è ΦK(u), ñîñòîÿùèìè èç N è K
ñëàãàåìûõ, ãäå K � N è òî÷íîñòü ΦK(u) áëèçêà ê òî÷íîñòè àðèôìåòèêè ÝÂÌ, ò. å.
ΦK(u) � àíàëîã òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå íàéäåíà ôóíêöèÿ b(z, t) = ΦK(u) − ΦN(u).
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ N è k > N äëÿ b̂k(t) ðåàëèçóåòñÿ (1) è, ÷òî áîëåå âàæíî,
ïðè 0 ≤ k ≤ N ìîäóëè è àðãóìåíòû b̂k èìåþò ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðèáëèæåíèÿ çàâèñèìîñòåé |b̂k|
è arg(b̂k) îò k ïðè 0 ≤ k ≤ K è áîëüøèõ K è îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíå-
íèÿ ýòèõ ïðèáëèæåíèé è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ âûâîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ îñîáûõ òî÷åê ðåøåíèÿ ÓÁ â C.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñî-
ãëàøåíèå ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ � 075-15-2022-281.
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ÂÎËÍÎÂÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÒÐÀÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÑÐÅÄ
ÑÎ ÑÄÂÈÃÎÂÛÌÈ ÒÅ×ÅÍÈßÌÈ:

ÒÎ×ÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß, ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ, ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Â.Â. Áóëàòîâ

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Â ðåàëüíûõ îêåàíè÷åñêèõ óñëîâèÿõ âåðòèêàëüíàÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ äèíàìèêà ôî-
íîâûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñâÿçàíà ñ âíóòðåííèìè ãðàâèòà-
öèîííûìè âîëíàìè (ÂÃÂ). Â îêåàíå òàêèå òå÷åíèÿ ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ, íàïðèìåð,
â îáëàñòè ñåçîííîãî òåðìîêëèíà è îêàçûâàòü çàìåòíîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó ÂÃÂ.
Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôîíîâûå òå÷åíèÿ ñ âåðòèêàëüíûì ñäâèãîì ñêîðîñòè
ñëàáî çàâèñÿò îò âðåìåíè è ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò. Åñëè ìàñøòàá èçìåíåíèÿ
òå÷åíèé ïî ãîðèçîíòàëè ìíîãî áîëüøå äëèí ÂÃÂ, à ìàñøòàá âðåìåííîé èçìåí÷èâî-
ñòè ìíîãî áîëüøå ïåðèîäîâ ÂÃÂ, òî òàêèå òå÷åíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòà-
öèîíàðíûå è ãîðèçîíòàëüíî îäíîðîäíûå. Â îáùåé ïîñòàíîâêå îïèñàíèå äèíàìèêè
ÂÃÂ â ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñðåäå ñ ôîíîâûìè ïîëÿìè ñäâèãîâûõ òå÷åíèé ÿâëÿåò-
ñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé óæå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è ïðè îäíîâðåìåí-
íîì ó÷åòå âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé íå
äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòîòû ïëàâó÷åñòè
è ñäâèãîâûõ òå÷åíèé. Ñèíòåç ÷èñëåííûõ, àíàëèòè÷åñêèõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåçóëü-
òàòîâ ìîæåò äàòü ïåðâîíà÷àëüíîå êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î
âîëíîâûõ ïðîöåññàõ ñ ó÷åòîì ôîíîâûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåõà-
íèçìà âçàèìîâëèÿíèÿ òå÷åíèé è ÂÃÂ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ìîäåëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñòðàòèôèêàöèè è ñäâèãîâûõ òå÷åíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþò-
ñÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèñïåðñèîííûå çàâèñèìîñòè, êîòîðûå
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ ìíèìîãî èíäåêñà. Ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè Ìàéëñà-Õîâàðäà è áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðè÷àðäñîíà äëÿ
ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé èñïîëüçóþòñÿ äåáàåâñêèå àñèìïòîòèêè ìîäèôè-
öèðîâàííîé ôóíêöèè Áåññåëÿ ìíèìîãî èíäåêñà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâà-
þò çíà÷èòåëüíóþ çàâèñèìîñòü ôàçîâîé ñòðóêòóðû âîçáóæäàåìûõ âîëíîâûõ ïîëåé
îò ñîîòíîøåíèÿ àìïëèòóä ïðèäîííîãî è ïðèïîâåðõíîñòíîãî òå÷åíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ
ãèäðîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â îêåàíå ÂÃÂ ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé ñî ñðåäíèìè
òå÷åíèÿìè. Åñëè âåðòèêàëüíûé ãðàäèåíò ñêîðîñòè òå÷åíèé âåëèê, òî ñðåäíèå òå÷å-
íèÿ ìîãóò îòäàâàòü ýíåðãèþ âîëíàì, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü
íåóñòîé÷èâûìè. Â ðåàëüíûõ îêåàíè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ãîðèçîíò,
ãäå ñêîðîñòü ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ ÂÃÂ: íà ýòîé ãëó-
áèíå ïðîèñõîäèò ïîãëîùåíèå âîëíîâîé ýíåðãèè, òî åñòü ïåðåäà÷à ÷àñòè ýíåðãèè âîëíû
ñðåäíèì òå÷åíèÿì. Òîãäà ýòîò óðîâåíü íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì. Ïîëå ÂÃÂ âáëèçè
êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, ïåðâîå èç
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âîëíå, ïåðåíîñÿùåé ýíåðãèþ ñíèçó ââåðõ, à âòîðîå âîëíå, ïå-
ðåíîñÿùåé ýíåðãèþ ñâåðõó âíèç. Êàæäàÿ èç ýòèõ âîëí ïðè ïåðåñå÷åíèè êðèòè÷åñêîãî
óðîâíÿ ñêà÷êîì óáûâàåò ïî àìïëèòóäå. Ýòîò ôàêò îçíà÷àåò ïîãëîùåíèå ýíåðãèè ÂÃÂ
íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå, òî åñòü ïåðåäà÷ó ýíåðãèè ñðåäíèì òå÷åíèÿì ÷àñòè ýíåðãèè
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ÂÃÂ. Ïîâåäåíèå ïàêåòîâ ÂÃÂ, ïðèáëèæàþùèõñÿ ê êðèòè÷åñêîìó óðîâíþ îáû÷íî
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñäâèãîâîå òå÷åíèå è
÷àñòîòà ïëàâó÷åñòè ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ íà ïåðèîäå îñöèëëÿöèé ðàññìàòðèâàåìîãî
âîëíîâîãî ïîëÿ. Îäíàêî âîïðîñ î òîì, â êàêèõ èìåííî ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìîãóò
âîçíèêàòü òàêèå ïàêåòû, êàê ïðàâèëî, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÂÃÂ â ñòðàòèôèöèðî-
âàííûõ ñðåäàõ ñ ãîðèçîíòàëüíûìè ñäâèãîâûìè òå÷åíèÿìè è îáñóæäåíû ôèçè÷åñêèå
ïîñòàíîâêè çàäà÷, â êîòîðûõ ìîãóò âîçíèêàòü êðèòè÷åñêèå óðîâíè. Ìîæíî ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñ êðèòè÷åñêèìè óðîâíÿìè. Îäíàêî
ïðè âûïîëíåííîì óñëîâèè Ìàéëñà-Õîâàðäà è ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèè, îïèñû-
âàþùåé òå÷åíèå, òàêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó äëÿ ïîëÿ ñ
çàäàííûì âîëíîâûì ÷èñëîì âñå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû îêàçûâàþòñÿ òàêèìè, ÷òîáû
íå áûëî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò äîïóñêàåò ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ: âîëíîâàÿ ýíåðãèÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ äîëæíà ñîõðàíÿòü-
ñÿ, à ïðè íàëè÷èè êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ÷àñòü ýíåðãèè ÂÃÂ ïîãëîùàåòñÿ, ïåðåõîäÿ â
ýíåðãèþ ñðåäíèõ òå÷åíèé. Ïîýòîìó êðèòè÷åñêèå óðîâíè ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî äëÿ
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñ íåêîòîðîé çàäàííîé ÷àñòîòîé. Ïîýòîìó òåõíè÷åñêè ïðîùå
ðàññìàòðèâàòü ÂÃÂ, âîçáóæäàåìûå íå èñòî÷íèêàìè, à êîëåáàíèÿìè ãðàíèöû. Èìå-
åòñÿ òàêæå åùå îäèí êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ ìîãóò âîçíèêàòü êðèòè÷åñêèå óðîâíè
� ýòî çàäà÷è î ïîäâåòðåííûõ òå÷åíèÿõ. Ðàññìîòðèì ïîòîê ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñðå-
äû, íàáåãàþùåé íà êàêîå-ëèáî ïðåïÿòñòâèå � óñòóï äíà, ëîêàëüíîå âîçâûøåíèå äíà.
Çà ýòèì ïðåïÿòñòâèåì âîçíèêàåò óõîäÿùàÿ îò íåãî âîëíà, êîòîðàÿ ìîæåò âîçáóæ-
äàòü ÂÃÂ. Ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò âðåìåíè, åäèíñòâåííîñòü êîòîðîãî
îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì èçëó÷åíèÿ è äàëåå èñêàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ðåøåíèÿ. Â
òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è îñîáåííîñòü ïîëÿ ÂÃÂ íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå ôîðìèðó-
åòñÿ âäàëè îò îáòåêàåìîãî ïðåïÿòñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ
ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îñíîâíûõ ãèäðîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (÷àñòîòû
ïëàâó÷åñòè è ôîíîâûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé) ïîçâîëÿò ðåäóöèðîâàòü îñíîâíóþ çàäà÷ó
ê áîëåå ïðîñòîé, à òàêæå èññëåäîâàòü ýòó óïðîùåííóþ çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêè. Àíà-
ëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè,
èñïîëüçóþùèå ìîäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷àñòîòû ïëàâó÷åñòè è ôîíîâûõ ñäâèãîâûõ
ñêîðîñòåé êà÷åñòâåííî âåðíî ìîãóò îïèñûâàòü àìïëèòóäíî-ôàçîâóþ ñòðóêòóðó ÂÃÂ.
Ïîìèìî ôóíäàìåíòàëüíîãî èíòåðåñà ïîñòðîåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäñòàâ-
ëÿþò çíà÷èòåëüíóþ öåííîñòü äëÿ ïðàêòèêè, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è
ìîäåëèðîâàíèÿ âîëíîâûõ ãèäðîôèçè÷åñêèõ ïîëåé â øèðîêîì êëàññå ïðèëîæåíèé.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ ïðîåêò 23-21-00194.
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Îäíèì èç ñïåöèôè÷åñêèõ äëÿ ãîëîâíîãî ìîçãà ÿâëåíèé ÿâëÿåòñÿ òå÷åíèå öåðå-
áðîñïèíàëüíîé æèäêîñòè (ÖÑÆ). Â îñíîâå íåêîòîðûõ íåâðîëîãè÷åñêèõ ïàòîëîãèé
ëåæèò íàðóøåíèå öèðêóëÿöèè ÖÑÆ, èçáûòîê êîòîðîé ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âíóò-
ðè÷åðåïíîãî äàâëåíèÿ. Âàæíûì ïðèìåðîì òàêîé ïàòîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ãèäðîöåôàëèÿ,
ïðè êîòîðîé æåëóäî÷êè ãîëîâíîãî ìîçãà óâåëè÷èâàþòñÿ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâî-
äèò ê ïàòîëîãè÷åñêèì èçìåíåíèÿì ãîëîâíîãî ìîçãà.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ æèäêèõ ñðåä ãîëîâíîãî ìîçãà íà
ñìåùåíèå ñòåíêè æåëóäî÷êîâ è äàâëåíèå íà íåé ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè ìíîãîêîìïîíåíòíîé ïîðîóïðóãîé ôèëüòðàöèè äëÿ âåùåñòâà ãîëîâíîãî
ìîçãà [1, 2]. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå áûëî âûïîëíåíî íà îñíîâàíèè ÌÐÒ äàí-
íûõ äîáðîâîëüöåâ (ÌÒÖ ÑÎ ÐÀÍ) è ÌÐÒ äàííûõ ëàáîðàòîðíûõ ìûøåé (ÈÖèÃ ÑÎ
ÐÀÍ) â äâóìåðíîì ïðèáëèæåíèè.

Âçàèìîäåéñòâèå æèäêèõ ñðåä â äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäàåòñÿ íàáîðîì
èç ÷åòûðåõ ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî îïèñàí õàðàêòåð âëèÿíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
âçàèìîäåéñòâèÿ íà ñðåäíåå ñìåùåíèå ñòåíêè æåëóäî÷êîâ è äàâëåíèå íà íåé. Íà ýòîé
îñíîâå âûñêàçàíà ãèïîòåçà î ìåõàíèçìå âîçíèêíîâåíèÿ ãèäðîöåôàëèè.Òàêæå ïîêà-
çàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ãåìîëèêâîðî-
äèíàìèêè ãîëîâíîãî ìîçãà ìûøåé íàáëþäàþòñÿ êà÷åñòâåííî òå æå çàêîíîìåðíîñòè,
÷òî â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ãîëîâíîãî ìîçãà ëþäåé, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïðîâåðèòü ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �22-11-
00264, https://rscf.ru/project/22-11-00264/.
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Ðåøåíèå çàäà÷è îá îäíîìåðíîì ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà íà ãðàíèöå äâóõ
íåðåàãèðóþùèõ ãàçîâ è ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî è ãðàôè÷åñêîãî åå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ
(P-U)-äèàãðàìì ïîäðîáíî îïèñàíû â çíàìåíèòîé êíèãå Ë.Â.Îâñÿííèêîâ ¾Ëåêöèè ïî
ãàçîâîé äèíàìèêå¿: óäàðíàÿ âîëíà óõîäèò â îáëàñòü ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ, à âîëíà
ðàçðåæåíèÿ � â îáëàñòü ïîâûøåííîãî äàâëåíèÿ. Íåïðåðûâíîñòü òå÷åíèÿ îáåñïå÷è-
âàåòñÿ ¾ñøèâêîé¿ ðåøåíèé íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå. Ïîäîáíûì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ
õàðàêòåð îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà äëÿ ðåàãèðóþùèõ ãà-
çîâ â ñëó÷àå, êîãäà âñå õàðàêòåðíûå âðåìåíà è ðàçìåðû çîí èíäóêöèè è õèìè÷åñêîé
ðåàêöèè ñ÷èòàþòñÿ íóëåâûìè. Ðåøåíèå íà (P-U)-äèàãðàììå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ óäàðíîé àäèàáàòû èñõîäíîé ãîðþ÷åé ñìåñè ñ íèçêèì äàâëåíèåì (÷àùå
âñåãî ïîêîÿùåéñÿ U=0) è àäèàáàòû ðàçãðóçêè ïðîäóêòîâ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè èç èñ-
õîäíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàâëåíèþ è ìàññîâîé ñêîðîñòè ïðîäóêòîâ. Îò-
ìåòèì, ÷òî âûøåñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî òîëüêî â ñëó÷àå îäíîìåðíûõ òå÷åíèé (òèïà
òå÷åíèé â òðóáå èëè êàíàëå ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ).

Â ñëó÷àå ïåðåìåííîé ãåîìåòðèè êàíàëà çàäà÷à ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ äàæå
äëÿ íåðåàãèðóþùèõ ñèñòåì, è òåì áîëåå â ñëó÷àå íåíóëåâûõ çîí èíäóêöèè è ðåàê-
öèè. Áîëåå òîãî, â ðåàëüíîñòè äåòîíàöèîííàÿ âîëíà â ñèëó íåóñòîé÷èâîñòè ãàçîäèíà-
ìè÷åñêîãî êîìïëåêñà óäàðíàÿ âîëíà + çîíà èíäóêöèè + çîíà ðåàêöèè ñóùåñòâåííî
îòëè÷àåòñÿ îò ñâîèõ èäåàëèçèðîâàííûõ ìîäåëåé ñ ãëàäêèìè ôðîíòàìè. Ñëåäñòâèåì
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå â ñòðóêòóðå ôðîíòà äåòîíàöèè íîâûõ ýëåìåíòîâ � ïîïå-
ðå÷íûõ âîëí, òðàåêòîðèè êîòîðûõ âû÷åð÷èâàþò ïðè ñâîåì äâèæåíèè ðîìáîâèäíóþ
ñåòêó, äåëàÿ ïîòîê ïðîäóêòîâ äåòîíàöèè ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûì ïî ïðîñòðàí-
ñòâó è âðåìåíè, ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ (äèñïåðñèåé) ñêîðîñòè çâóêà. Ýòî íàêëàäûâàåò
îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà èñïîëüçîâàíèå ïîäõîäîâ äëÿ óäàðíûõ âîëí ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè äåòîíàöèîííûõ òå÷åíèé, îñîáåííî êàñàþùèõñÿ ôðîíòà ïëàìåíè.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ìãíîâåííûå ôîòîñíèìêè ñâå÷åíèÿ ôðîíòà ïëàìåíè äëÿ ñëó-
÷àÿ ïåðåõîäà ÄÂ èç óçêîãî êàíàëà â øèðîêèé è òðàíñôîðìàöèè êâàçèïëîñêîãî ôðîí-
òà (Ñëåâà íà ðèñóíêå) â öèëèíäðè÷åñêè ðàñõîäÿùèéñÿ ôðîíò ÄÂ (Íà ðèñóíêå ïî
öåíòðó) äëÿ ñëó÷àÿ ñîõðàíåíèÿ äåòîíàöèîííîãî õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí è
â ñëó÷àå ðàñïàäà ÄÂ, êîãäà ãîëîâíàÿ ÓÂ è ôðîíò ïëàìåíè ðàçäåëÿþòñÿ è ôðîíò
ïëàìåíè ïðèîáðåòàåò ñëîæíóþ òðóäíîìîäåëèðóåìóþ ôîðìó (Ñïðàâà íà ðèñóíêå).
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ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÑÏÅÊÒÐÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÎÒ
ÏÐÎÒßÆ�ÍÍÛÕ ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â.Â. Âåäåíååâ, À.Á. Ïîäîïðîñâåòîâà

ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Èçâåñòíî [1], ÷òî êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû îäíîìåðíûõ ñèñòåì áîëü-
øîé ïðîòÿæ¼ííîñòè êîíöåíòðèðóþòñÿ âîêðóã àñèìïòîòè÷åñêîé êðèâîé â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû. Â ñëó÷àå, åñëè
÷àñòü òàêîé êðèâîé ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî ñèñòå-
ìà äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëèíû íåóñòîé÷èâà; òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íàçûâàåòñÿ ãëî-
áàëüíîé. Ãëîáàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü èññëåäîâàëàñü â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñàìîé
ðàçíîé ïðèðîäû: òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ â òðóáå êîíå÷íîé äëèíû, òåðìîêàïèëëÿðíàÿ êîí-
âåêöèÿ, ñòðóéíûå òå÷åíèé æèäêîñòè, óïðóãèå ïëàñòèíû â ïîòîêå íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè, ñïèðàëüíûå âîëíû, óñòîé÷èâîñòü ïëàìåíè, òå÷åíèå Êóýòòà ìàãíèòíîé æèä-
êîñòè, âèáðàöèè òðóá ñ äâèæóùåéñÿ âíóòðè æèäêîñòüþ, ôëàòòåð ïàíåëåé îáøèâêè
ñâåðõçâóêîâûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, òå÷åíèÿ íàä óãëóáëåíèÿìè è äð. [2, 3].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óðàâíåíèå êðèâîé, ñëóæàùåé àòòðàêòîðîì ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ïðè áîëüøèõ ðàçìåðàõ ñèñòåìû, îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò (ðàíåå îíî áûëî ïîëó÷åíî ëèøü äëÿ ó÷àñòêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íàèáîëåå
âûñîêî â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèõ íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèì
ìîäàì). Ïðîâåäåí àíàëèç ëîêàëüíîé òîïîëîãèè òàêèõ êðèâûõ è å¼ óñòîé÷èâîñòè ïî
îòíîøåíèþ ê ìàëîìó èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Äîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà êðèâîé, òî÷êà ðàçâåòâëåíèÿ êðèâîé è êîíåö êðèâîé � òî÷-
êà âåòâëåíèÿ ôóíêöèè k(ω). Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ðàñïàäà íåóñòîé÷èâîé ëîêàëüíîé
òîïîëîãèè íà óñòîé÷èâûå ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðîâåäåíà êëàññèôè-
êàöèÿ âîçìîæíûõ áèôóðêàöèé êðèâîé. Èçó÷åíû íàèáîëåå õàðàêòåðíûå óñòîé÷èâûå
êîíôèãóðàöèè êðèâîé â îêðåñòíîñòè ìíèìîé îñè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà äâóõ çàäà÷àõ: ôëàòòåð ïëàñòè-
íû â ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà [4] è êîëåáàíèÿ ìÿãêîé ýëàñòè÷íîé òðóáêè, ñîäåðæà-
ùåé òåêóùóþ æèäêîñòü [5]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëåííî ïðîñëåæåíî, êàê óäëèíåíèå
ñèñòåìû ïðèâîäèò ê äâèæåíèþ è âçàèìîäåéñòâèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè è èõ êîíöåíòðàöèè îêîëî àñèìïòîòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Èññëåäîâàíèå Â.Â. Âåäåíååâà âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà ÐÍÔ � 20-19-00404.
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Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ëàçåðíîé îáðàáîòêè íà ñâîéñòâà ñòàëè 40Õ13 èñïîëü-
çîâàëèñü ïëîñêèå îáðàçöû ðàçìåðàìè 7õ20õ200 ìì. Âîçäåéñòâèå îñóùåñòâëÿëîñü ïî
íåñêîëüêèì ëèíèÿì (äîðîæêàì) íà ïðîòèâîïîëîæíûõ øèðîêèõ ãðàíÿõ îáðàçöîâ ïðè
ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ íàãðóæåíèÿ. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðåæèìîâ îáðàáîòêè ïðîâå-
äåíî ïóòåì èñïûòàíèé îáðàçöîâ íà ðàñòÿæåíèå è íà ðàñïðåäåëåíèå ìèêðîòâåðäîñòè
ïî ãëóáèíå ìàòåðèàëà. Èñïûòàíèÿ íà ñòàòè÷åñêîå ðàñòÿæåíèå ïðîâîäèëèñü íà ðàç-
ðûâíîé ìàøèíå ÈÐ 5145-500-11. Èçìåðåíèÿ ìèêðîòâåðäîñòè îáðàçöîâ â çàêàëåííîé
çîíå âûïîëíÿëèñü íà öèôðîâîì ìèêðîòâåðäîìåðå LM-700AT è òâåðäîìåðå ÏÌÒ-3 ïî
øêàëå Âèêêåðñà äëÿ ñåðèé 1�3 îáðàçöîâ.

Äëÿ ñåðèè 2 (V=700 ìì/ìèí) èçìåðåíèÿ ïðîâåäåíû ïîä íàãðóçêîé â òâåðäîìåðå
Ð=200 ãð., äëÿ ñåðèé 1 è 3 (V=500 è 1000 ìì/ìèí) � ïîä íàãðóçêàìè 200 è 100 ãð.
Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ìèêðîòâåðäîñòè îò ãëóáèíû. Íåïîñðåäñòâåííî ïîä ïîâåðõíî-
ñòüþ ñëåäà â íåñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ ïðîâîäèëèñü èñïûòàíèÿ ïî øèðèíå äîðîæêè â 3-4
òî÷êàõ ïðè ïðèåìëåìîì îòíîñèòåëüíîì ðàçáðîñå ðåçóëüòàòîâ, ïðè÷åì èçìåðåíèÿ â
ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîãëè ïîêàçàòü íå ñàìûå âûñîêèå óðîâíè ìèêðîòâåðäîñòè ñðàâíèòåëü-
íî ñ íèæåëåæàùèìè ïî ãëóáèíå òî÷êàìè.

Â öåëîì ïðè îäèíàêîâîé ìîùíîñòè ïîòîêà ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ òâåðäîñòü êîðð-
ðåëèðóåò ñî ñêîðîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ ïÿòíà íàãðåâà � ñ ðîñòîì ñêîðîñòè òâåðäîñòü
ïàäàåò. Íàèáîëåå âûðàæåííîå ïàäåíèå òâåðäîñòè îò ïðèïîâåðõíîñòíîé ïðîèñõîäèò
íà ãëóáèíå äî 0,6-0,8 ìì ïðè V=700 ìì/ìèí è V=1000 ìì/ìèí è äî 1,0-1,2 ìì ïðè
ñêîðîñòè V=500 ìì/ìèí.

Íà èñõîäíûõ îáðàçöàõ, íå ïîäâåðãàâøèõñÿ ëàçåðíîé îáðàáîòêå, òâåðäîñòü ñîñòà-
âèëà 155 HV. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïîêàçàëè, ÷òî â ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ îáðà-
áîòàííûõ îáðàçöîâ ìèêðîòâåðäîñòü äîñòèãàåò çíà÷åíèé 600-650 HV è ïàäàåò äàëåå
äî 170-200 HV íà ãëóáèíå 1,0-1,5 ìì. Ìèêðîòâåðäîñòü ñåðäöåâèíû ñå÷åíèÿ îáðàç-
öîâ ñîñòàâèëà 175-184 HV ïðè èçìåðåíèÿõ íà öèôðîâîì ìèêðîòâåðäîìåðå LM-700AT
è 170-230 HV ïðè èçìåðåíèÿõ ìèêðîòâåðäîìåðîì ÏÌÒ-3, ïîýòîìó èç ïðîâåäåííûõ
èçìåðåíèé ñëåäóåò, ÷òî òâåðäîñòü ñðåäíåé çîíû (ñåðäöåâèíû) îáðàçöîâ, ïîäâåðãàâ-
øèõñÿ âîçäåéñòâèþ ëàçåðà, òàêæå óâåëè÷èëàñü.

Ðàçáðîñû äàííûõ ìåæäó äîðîæêàìè ìîãóò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î âëèÿíèè óðîâíÿ
îáùåãî ïðîãðåâà îáðàçöà â ïðîöåññå åãî îáðàáîòêè, à îòëè÷èå â òâåðäîñòè ñåðäöåâèíû
îáðàáîòàííûõ è íåîáðàáîòàííûõ îáðàçöîâ ìîæíî ñâÿçàòü, ïî íàøåìó ìíåíèþ, òàê-
æå ñ ïðîäîëæàþùåéñÿ òðàíñôîðìàöèåé ñòðóêòóðû ïðè ïîíèæåííûõ òåìïåðàòóðàõ
â ïðîöåññå ïîñëåäóþùåãî îñòûâàíèÿ è õðàíåíèÿ îáðàçöîâ (ïðîÿâëåíèå íèçêîòåìïå-
ðàòóðíîãî îòïóñêà ìàòåðèàëà).
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ÌÎÄÅËÜ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÍÅÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÈÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ
Ñ ÒÂÅÐÄÛÌÈ ×ÀÑÒÈÖÀÌÈ

À.À. Ãàâðèëîâ

Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîÿðñê

Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè íåíüþòîíîâñêîé æèäêîñòè,
ïîä÷èíÿþùåéñÿ ðåîëîãè÷åñêîìó çàêîíó Ãåðøåëÿ-Áàëêëè, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ
èññëåäîâàíèé è ó÷¼òà íåñêîëüêèõ ñóùåñòâåííûõ ÿâëåíèé. Ðàçðàáîòàííàÿ ðàíåå ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ âûñîêîêîíöåíòðèðîâàííîé ñóñïåíçèè [1] îáîáùåíà íà
ñëó÷àé òå÷åíèé íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé ñ òâ¼ðäûìè ÷àñòèöàìè ñ ó÷¼òîì îñî-
áåííîñòåé, âîçíèêàþùèõ íà ìåçîñêîïè÷åñêîì óðîâíå îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ñ
òâ¼ðäûìè ÷àñòèöàìè. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ ñìåñè íåíüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ñ
òâ¼ðäûìè ÷àñòèöàìè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü ýôôåêò ëîêàëèçàöèè ñêîðîñòè ñäâèãà ìåæ-
äó ÷àñòèöàìè è íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ëîêàëüíîé ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè íà
ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà ðàçìåðîâ ÷àñòèö.

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìîäåëè âûïîëíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óñòàíîâèâøèõñÿ
ëàìèíàðíûõ òå÷åíèé äâóõôàçíûõ ñèñòåì â ãîðèçîíòàëüíîé êðóãëîé òðóáå ñ âûñîêîé
ñòåïåíüþ çàãðóçêè ïîòîêà [2]. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äåìîíñòðèðóåò õîðîøóþ

ïðåäñêàçàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü ìîäåëè êàê â îòíîøåíèè ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòèö ïî ñå-
÷åíèþ êàíàëà, òàê è â îòíîøåíèè çàâèñèìîñòè ïåðåïàäà äàâëåíèÿ îò ñêîðîñòè ïîòîêà.
Ó÷¼ò ýôôåêòà êîíöåíòðàöèè ñêîðîñòè ñäâèãà ìåæäó ÷àñòèöàìè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåí-
íî óëó÷øèòü ïðåäñêàçàíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â íåîäíîðîäíûõ
ðåæèìàõ òå÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 23-79-30022).
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ÍÎÂÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÂßÇÊÈÕ ÑÒÐÓÉ
ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

À.Ì. Ãàéôóëëèí

Öåíòðàëüíûé àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèé èíñòèòóò èì. ïðîô. Í.Å. Æóêîâñêîãî,
Æóêîâñêèé

Ñîçäàíèþ òåîðèè ëàìèíàðíûõ ñòðóé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîñâÿùåíî äîñòà-
òî÷íî ìíîãî ðàáîò. Ñðåäè èññëåäîâàòåëåé, âíåñøèõ îñíîâîïîëàãàþùèé âêëàä â ñî-
çäàíèå ýòîé òåîðèè, ñëåäóåò íàçâàòü: Ã. Øëèõòèíãà, Ë.Ä. Ëàíäàó, Í.À Ñëåçêèíà,
Â.È. ßöååâà, Ì.À. Ãîëüäøòèêà, Í.È. ßâîðñêîãî, Ë.Ã. Ëîéöÿíñêîãî, Þ.Á. Ðóìåðà,
Ã. Ñêâàéðà, Â. Øíàéäåðà, Í.È. Àêàòíîâà, Ì.Á. Ãëàóýðòà è ìíîãèõ äðóãèõ. Âìåñòå
ñ òåì, ýòà îáëàñòü ãèäðîäèíàìèêè, êàê âîçìîæíî íèêàêàÿ äðóãàÿ, èçîáèëóåò îøè-
áî÷íûìè óòâåðæäåíèÿìè, ìíîãèå èç êîòîðûõ ïî ïðîøåñòâèè ëåò âîñïðèíèìàþòñÿ
íàó÷íûì ñîîáùåñòâîì êàê èñòèííûå óòâåðæäåíèÿ. Ñèòóàöèÿ óñóãóáëÿåòñÿ òåì, ÷òî
îøèáêè ïî äàííîé òåìàòèêå ïðèñóòñòâóþò è â èçâåñòíûõ ìîíîãðàôèÿõ, è â øèðî-
êî öèòèðóåìûõ ñòàòüÿõ. Îáíàðóæåíèå ýòèõ îøèáî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ è çàìåíà èõ íà
âåðíûå óòâåðæäåíèÿ � ãëàâíàÿ öåëü äîêëàäà.

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû òðè çàäà÷è. Ïåðâàÿ çàäà÷à îá îñåñèììåòðè÷íîé
ñòðóå, âûòåêàþùåé èç êðóãëîãî îòâåðñòèÿ êîíå÷íîãî ðàäèóñà ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ.
Èçâåñòíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê ñòðóè â åå äàëüíåì ïîëå. Â äî-
êëàäå áóäåò óñòàíîâëåíà ñâÿçü äàííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ ïðîôèëåì ñêî-
ðîñòè â íà÷àëüíîì ñå÷åíèè ñòðóè.

Âòîðàÿ çàäà÷à îá îñåñèììåòðè÷íîé çàêðó÷åííîé ñòðóå. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ
Íàâüå-Ñòîêñà äîïóñêàþò äâà âèäà çàêðó÷åííûõ ñòðóé: ñ ñîõðàíåíåì ìîìåíòà êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ, ëèáî ñ ñîõðàíåíèåì öèðêóëÿöèè ïî êîíòóðó âîêðóã ñòðóè. Â äîêëàäå
îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ òàêèõ ñòðóé.

Òðåòüÿ çàäà÷à î òðåõìåðíîé ïðèñòåííîé ñòðóå. Ðåøåíèå â äàëüíåì ïîëå ñòðóè
âûõîäèò íà àâòîìîäåëüíûé ðåæèì: òîëùèíà ñòðóè âäîëü ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x
ðàñòåò êàê x4/3, ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü çàòóõàåò êàê x−5/3. Ëèíèè òîêà ïîïåðå÷íîãî òå-
÷åíèÿ óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: èìååòñÿ ïðåäåëüíàÿ ëèíèÿ òîêà, êîòîðàÿ äåëèò
âñþ îáëàñòü òå÷åíèÿ íà äâå ïîäîáëàñòè. Â îáåèõ îáëàñòÿõ ëèíèè òîêà íàïðàâëåíû
ê ïðåäåëüíîé ëèíèè òîêà, âî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè èç-çà òîðìîæåíèÿ ñòðóè, à âî
âíåøíåé èç-çà ïîäñàñûâàþùåãî äåéñòâèÿ ñòðóè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-11-
00210, https://rscf.ru/project/23-11-00210/.

ÃÅÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÉ: ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ È
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

Ð.À. Ãàéôóòäèíîâ, Þ.Î. Êóÿíîâà, Ä.Â. Ïàðøèí

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ñîñóäèñòûå áèôóðêàöèè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíîé îáëàñòüþ ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ íå
òîëüêî ñîñóäèñòûõ õèðóðãîâ, íî è ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ìåäèöèíñêîé ôèçèêè. Ñî-
ãëàñíî ñòàòèñòèêå [1] íàèáîëüøèé ïðîöåíò ñîñóäèñòûõ àíîìàëèé ïðèõîäèòñÿ íà çî-
íû ñîñóäèñòûõ áèôóðêàöèé, à èõ àíîìàëüíîå ñòðîåíèå (òðèôóðêàöèè) íåðåäêî òàêæå
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ÿâëÿþòñÿ ïðåäâåñòíèêàìè ðàçëè÷íûõ çàáîëåâàíèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè áèôóð-
êàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì îáúåêòîì è íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò òî÷íûõ
ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå êðîâè ÷åðåç ñîñóäèñòóþ áèôóðêàöèþ, à ñóùåñòâó-
þùèå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ èçîáèëóþò ìíîæåñòâîì ïðåäïîëîæåíèé: î ðàñïðåäåëåíèè
ïîòîêîâ, äàâëåíèé íà âûõîäàõ è ïðî÷èõ. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ â ñóùåñòâåííîé ìåðå
îáóñëàâëèâàþò õàðàêòåð òå÷åíèÿ ÷åðåç áèôóðêàöèþ. Ñóùåñòâóþùèå ïðåäïîëîæå-
íèÿ, ê ïðèìåðó çàêîí Ìþððåÿ [2], êîòîðûé äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ î
òå÷åíèè ÷åðåç ñîñóäèñòóþ áèôóðêàöèþ â äîâîëüíî ñëàáîé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóåò ðå-
àëüíî êàðòèíå òå÷åíèÿ, îñîáåííî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñîñóäèñòûõ ïàòîëîãèé: àíåâðèçìà
àîðòû, ñòåíîç êîðîíàðíîé àðòåðèè èòï [3, 4].

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû - âûïîëíèòü ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ ìî-
äåëèðóþùåé êðîâü æèäêîñòè ÷åðåç ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìîäåëüíûõ ñîñóäèñòûõ áè-
ôóðêàöèé, à òàêæå ÷åðåç àíàòîìè÷åêèå ôàíòîìû àðòåðèé. Â ðåçóëüòàòå îæèäàåòñÿ
ïîëó÷èòü óòî÷íÿþùèå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà íà áèôóðêàöèÿõ â çàâèñè-
ìîñòè îò äèàìåòðà ìàòåðèíñêîé è äî÷åðíèõ âåòâåé, à òàêæå óãëîâ èõ îòõîæäåíèÿ.
Ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ êðàéíå íåîáõîäèìû äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
è îïðàâäàííîãî çàäàíèÿ â íèõ êðàåâûõ óñëîâèé. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå
ãðàíòà ÐÍÔ 20-71-10034, (http://rscf.ru/Project/20-71-10034).
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ËÎÊÀËÜÍÀß ÀÁÑÎËÞÒÍÀß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
ÇÀÒÎÏËÅÍÍÎÉ ÑÒÐÓÈ

Ë.Ð. Ãàðååâ, Þ.Ñ. Çàéêî, Í.Ì. Ýêñòåð

ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ àíàëèç äëèíû L ó÷àñòêà ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè â
çàòîïëåííîé ñòðóå (H � øèðèíà ñòðóè). Íà÷àëüíûé ïðîôèëü ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ξ, ζ, êàê ýòî ñäåëàíî â [1]. Ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé àíàëèç ýâîëþ-
öèè ñòðóè â ïîêîÿùåéñÿ îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Ïîñëå ÷åãî âûïîëíÿåòñÿ àíàëèç
íåóñòîé÷èâîñòè ëîêàëüíûõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè ïîëó÷åííîé ñòðóè ñ íåêîòîðûì øà-
ãîì âäîëü îñè z, íàïðàâëåííîé âíèç ïî ïîòîêó. Ïî ïîâåäåíèþ ëèíèé óðîâíÿ Imω = 0
(ω � ÷àñòîòà) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âîëíîâîãî ÷èñëà α îïðåäåëÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ
ïðîôèëü àáñîëþòíî èëè êîíâåêòèâíî íåóñòîé÷èâûì (ñì. ôèã. 1à). Äëÿ 600 ðàçëè÷-
íûõ íà÷àëüíûõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè (çàäàâàåìûõ ïàðàìåòðàìè ξ, ζ) îïðåäåëåíà äëèíà
ó÷àñòêà ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè (ôèã. 1á). Íà ñëåäóþùåì ýòàïå, èñ-
ïîëüçóÿ àëãîðèòì, îïèñàííûé â [2], èùåòñÿ ãåîìåòðèÿ óñòðîéñòâà, ôîðìèðóþùåãî
ñòðóþ ñ íà÷àëüíûì ïðîôèëåì èç îáëàñòè ñ íàèáîëåå äëèííûì ó÷àñòêîì ëîêàëüíîé
àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè (æ¼ëòàÿ îáëàñòü íà ôèã. 1á). Ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíà-
ëèç òàêîé ñòðóè ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
äîñòàòî÷íî äëèííàÿ îáëàñòü ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñòðóè ïîçâîëèò
îáíàðóæèòü àáñîëþòíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, òàê êàê äîñòàòî÷íî ïðî-
òÿæåííàÿ âíèç ïî ïîòîêó îáëàñòü ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê
ãëîáàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ [3]. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæ-
êå ÐÍÔ (ïðîåêò � 20-19-00404-Ï).
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Ðèñ. 1: (à) Ëèíèè óðîâíÿ Imω = 0 íà ïëîñêîñòè α ∈ C äëÿ ïðîôèëåé ñêîðîñòè íà
ðàçëè÷íûõ óäàëåíèÿõ îò íà÷àëà ñòðóè; ÷¼ðíûé êðóã îòìå÷àåò îêðåñòíîñòü ñåäëîâîé
òî÷êè. (á) Çàëèâêîé íà ïëîñêîñòè (ξ, ζ) ïîêàçàíà äëèíà ó÷àñòêà ëîêàëüíîé àáñîëþò-
íîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñòðóè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ �ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂ�
Â ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÉ ÌÄÒÒ

Ä.Â. Ãåîðãèåâñêèé

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà
Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà
Ìîñêîâñêèé öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
Íàó÷íûé öåíòð ìèðîâîãî óðîâíÿ �Ñâåðõçâóê � ÌÃÓ�, Ìîñêâà

Íåêîòîðûå ýôôåêòû íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òàêèå êàê âèáðî-
ïîëçó÷åñòü [1], óñêîðåíèå ïîëçó÷åñòè [2] è ðåò÷åòòèíã [3], íàáëþäàåìûå è èçó÷àåìûå
â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà, ïðåäëàãàåòñÿ ìîäå-
ëèðîâàòü íà îñíîâå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ðåàëèçóåìûõ â òåíçîðíî íåëèíåé-
íûõ âÿçêîóïðóãèõ ìîäåëÿõ ìàêñâåëëîâñêîãî òèïà [4]. Ïðèâëåêàåòñÿ àïïàðàò íåëè-
íåéíûõ èçîòðîïíûõ òåíçîð-ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðíûõ
àðãóìåíòîâ [5], [6], [7], [8]. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ñëîæíîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ
â òðóá÷àòîì îáðàçöå, êîãäà èìååò ìåñòî ñóùåñòâåííûé íåïðîïîðöèîíàëüíûé ðîñò âî
âðåìåíè îñåâîé êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè ïîñòîÿííîé îñå-
âîé è êîëåáàòåëüíîé ñäâèãîâîé íàãðóçîê ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì äåéñòâèÿ òîëüêî
îñåâîé íàãðóçêè. Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ îáîáù¼ííîãî è êîìáèíèðîâàííîãî ðåò÷åòòèíãà â
óñëîâèÿõ ñëîæíîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ [9].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 24-21-20008).
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ÈÇÌÅÍÅÍÈÅ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÎÐÌÛ ÊÐÓÃÎÂÛÕ
ÑÊÂÎÇÍÛÕ ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÒÎÐÎÂ ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ

Â ÏËÀÑÒÈÍÀÕ ÏÎÑËÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÎÃÎ ÓÏÐÎ×ÍÅÍÈß

Â.Å. Ãëåáîâ

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Âîïðîñ îá èçìåíåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé
òèïà êðóãîâûõ ñêâîçíûõ îòâåðñòèé â äåòàëÿõ âñëåäñòâèå èõ ïîâåðõíîñòíîãî ïëàñòè-
÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ñ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïîçèöèé ïðîìûøëåííûõ
ïðîèçâîäñòâ. Â ðàáîòå äàííûé âîïðîñ èçó÷åí äëÿ äâóõ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Â ïåðâîé
îïðåäåëåíî èçìåíåíèå ôîðìû êðóãîâîãî ñêâîçíîãî îòâåðñòèÿ, âûðåçàííîãî â ïîä-
âåðãøåéñÿ îïåðåæàþùåìó ïîâåðõíîñòíîìó ïëàñòè÷åñêîìó äåôîðìèðîâàíèþ ïðÿìî-
óãîëüíîé ïëàñòèíå; âî âòîðîé � èçìåíåíèå ãåîìåòðèè âûðåçàííîãî â êðóãîâîé öèëèí-
äðè÷åñêîé ïëàñòèíå êîíöåíòðàòîðà íàïðÿæåíèé, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî ïîäâåðãëàñü
óïðî÷íåíèþ.

Äëÿ ðåêîíñòðóêöèè íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïëàñòèíàõ èñ-
ïîëüçîâàëèñü ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ïîäõîäû [1, 2]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷
ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ðàñ÷¼òà ïî ïåðâîíà÷àëüíûì äåôîðìàöèÿì. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèë
ñâåñòè îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ â ïëàñòèíàõ ïî ÷àñòè÷íî èçâåñòíûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ê êîððåêò-
íûì çàäà÷àì ôèêòèâíîé òåðìîóïðóãîñòè, êîòîðûå çàòåì ðåøàëèñü ÷èñëåííûì ìåòî-
äîì íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëüíûõ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëèò èç ñïëàâà ÝÏ742
ðàçìåðàìè 100× 100×H ìì è ðàäèóñîì êîíöåíòðàòîðà 10 ìì, ãäå H = {2, 4, 6, 8, 10}
ìì, è êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïëàñòèí èç ñïëàâà ÝÈ698 âûñîòîé 50 ìì, âíåøíèì
ðàäèóñîì R1 = 50 ìì è ðàäèóñîì êîíöåíòðàòîðà R = {5, 7.5, 10} ìì ïîäòâåðäèë àäåê-
âàòíîñòü èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ. Ïîëó÷åíû ñìåùåíèÿ îáðàçóþùèõ êîíöåíòðàòîðîâ
îòíîñèòåëüíî èõ ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Â ñëó÷àå îïåðåæàþùåãî ïîâåðõíîñòíî-
ãî ïëàñòè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, îïåðòîé øàð-
íèðíî, âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ îáðàçóþùåé âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì âûñîòû H ïëà-
ñòèíû. Â ñëó÷àå óïðî÷íåíèÿ ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî êîíöåíòðàòîðà öèëèíäðè÷åñêîé
ïëàñòèíû ïðè å¼ øàðíèðíîì îïèðàíèè è æåñòêîé çàäåëêå, ñìåùåíèå îáðàçóþùåé
óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà êîíöåíòðàòîðà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò
� 23�29�00434).
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ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß Â ÌÈÊÐÎÊÀÍÀËÅ ÄËß ÓÌÅÍÜØÅÍÈß
ÏÅÐÅÏÀÄÀ ÄÀÂËÅÍÈß

Ä.Ñ. Ãëóçäîâ, Å.ß. Ãàòàïîâà

Èíñòèòóò òåïëîôèçèêè èì. Ñ.Ñ. Êóòàòåëàäçå ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ìèêðîêàíàëû ïðèìåíÿþòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íà ïåðåäîâîì óðîâíå èíæåíåðèè.
Íàïðèìåð äëÿ ïîäà÷è îõëàæäàþùåãî ãàçà â ãàçîòóðáèííûõ ëîïàòêàõ èëè äëÿ òðàíñ-
ïîðòèðîâêè è ñìåøåíèÿ æèäêîñòè â ëàáîðàòîðèÿõ íà ÷èïå. Âûñîêîå ñîîòíîøåíèå
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ãðàíèö ìèêðîêàíàëà ê îáúåìó ìîæåò áûòü ïîëåçíî â ñëó÷àå
îõëàæäåíèÿ ìèêðîýëåêòðîíèêè, íî ïðèâîäèò ê âûñîêîìó ïåðåïàäó äàâëåíèÿ, ÷òî
óñëîæíÿåò ðàáîòó ñ ìèêðîêàíàëàìè.

Ïåðåïàä äàâëåíèÿ âîçìîæíî óìåíüøèòü ïðè ïîìîùè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ðà-
íåå íàìè áûë ïðîâåäåí ëèòåðàòóðíûé îáçîð, ñîäåðæàùèé ïåðñïåêòèâíûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ ïåðåïàäà äàâëåíèÿ [1]. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîêàçû-
âàþò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííîãî óìåíüøåíèÿ ïåðåïàäà äàâëåíèÿ â ìèêðîêàíàëàõ.
Â ðåçóëüòàòå íàìè áûë âûáðàí è èññëåäîâàí îäèí èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ âàðè-
àíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû ïðè ïîìîùè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå áûëè
âåðèôèöèðîâàíû è âàëèäèðîâàíû [2]. Äëÿ èññëåäîâàíèé áûë ðåàëèçîâàí ïàðàìåò-
ðè÷åñêèé ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â
÷àñòíîñòè íàïèñàíû UDF ñêðèïòû äëÿ ðåàëèçàöèè óñëîâèé Íàâüå â Fluent.

Â ôîðìóëå (1) ïîêàçàí ìåòîä äèñêðåòèçàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Íàâüå â íåÿâíîì
âèäå.

uf =
b/n

1 + b/n
uc, (1)

ãäå uf - ñêîðîñòü íà ãðàíèöå, uc - ñêîðîñòü â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå, b - äëèíà ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ, n - ðàññòîÿíèå íîðìàëè îò öåíòðà ÿ÷åéêè ê ãðàíèöå.

Äëÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ
ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè èç ñòàòüè [3]. Èññëåäîâàíèÿ
ïðîâåäåíû ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàñ÷åòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ãåîìåò-
ðèè ìèêðîêàíàëà.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 20-19-
00722, https://rscf.ru/project/20-19-00722/.
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ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÀ ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÂÅÐÕÀÊÒÈÂÍÛÕ
ÁÐÎÓÍÎÂÑÊÈÕ ×ÀÑÒÈÖ Â ÄÂÓÕ- È ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀÕ

Ä.Ñ. Ãîëäîáèí

Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ ÐÀÍ, Ïåðìü
Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî

Äèíàìèêà áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äèññèïàòèâ-
íîé, ïîñêîëüêó ðàçìåðû ÷àñòèö âåëèêè ïî ñðàâíåíèÿ ñ ðàçìåðàìè îòäåëüíûõ ìîëå-
êóë, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñîïîñòàâèìà
ñ ðàáîòîé ýôôåêòèâíûõ âÿçêèõ ñèë. Äëÿ àêòèâíûõ ÷àñòèö (êàòàëèòè÷åñêèå ìîòîðû
� ßíóñ-÷àñòèöû è êàïëè � è ò.ï.) òèïè÷íî âîçíèêíîâåíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñè-
ëû ñàìîäâèæåíèÿ, áàëàíñ êîòîðîé ñ âÿçêèìè íàïðÿæåíèÿìè âûçûâàåò äâèæåíèå ñ
ïî÷òè ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ, íàïðàâëåíèåì êîòîðîé ìîæíî ìàíèïóëèðî-
âàòü ñ ïîìîùüþ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèë èëè íåîäíîðîäíîñòåé ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Äëÿ
òàêèõ ÷àñòèö ïðåäåë áîëüøîé äèññèïàöèè (ïðè íàëè÷èè áîëüøîé ñèëû ñàìîäâèæå-
íèÿ) îêàçûâàåòñÿ ñíîâà êîíñåðâàòèâíûì, âëèÿíèå òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé òàêæå ìàëî.
Ýòîò ïðåäåë ïðèíÿòî íàçâàòü ïðèáëèæåíèåì ¾ñâåðõàêòèâíîé¿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.
Äèíàìèêà òàêîé ÷àñòèöû â ïîëå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë îêàçûâàåò-
ñÿ ãàìèëüòîíîâîé, íî â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïðèâû÷íûì â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå
óðàâíåíèÿì äëÿ äâèæåíèÿ òî÷å÷íûõ ìàññ, çäåñü çíà÷åíèå Ãàìèëüòîíèàíà H íå ïà-
ðàìåòðèçóåò ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé � ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò òîëüêî òðàåêòîðèè
ñ H = 0 [1, 2]. Äàííûé ïðèìåð ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà íå ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì â
ôèçèêå � îí ïîëíîñòüþ ïîäîáåí ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îï-
òèêè, ñ ïîòåíöèàëîì âìåñòî íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìèêà ñâåðõàêòèâíûõ áðîóíîâñêèõ
÷àñòèö â äâóõ- è òðåõìåðíûõ ïîòåíöèàëàõ. Ïðèâîäÿòñÿ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äëÿ
íåïðåðûâíûõ âðàùàòåëüíûõ ñèììåòðèé. Îõàðàêòåðèçîâàíû è ñîïîñòàâëåíû ìåæäó
ñîáîé ñëó÷àè äâóìåðíîãî, îñåñèììåòðè÷íîãî è íåîñåñèììåòðè÷íîãî òðåõìåðíîãî ïî-
òåíöèàëîâ. Îáíàðóæåíî ñèëüíîå âëèÿíèå èíòåãðàëîâ âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè äâè-
æåíèÿ íà õàîòè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû. Ïîëó÷åíî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿì è ïðåïÿòñòâèé ãàóññîâîé ôîðìû
â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ñàìîäâèæåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ãðàíò � 23-12-00180).
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ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÖÈËÈÍÄÐÀ ÏÎÄ
ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÜÞ ÃËÓÁÎÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

À.Å. Ãîëèêîâ, Í.È. Ìàêàðåíêî

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ñâîáîäíîì è âûíóæäåííîì äâèæåíèè êðó-
ãîâîãî öèëèíäðà ïîä ïîâåðõíîñòüþ áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåííûé Ë.Â. Îâñÿííèêîâûì [1] ìåòîä ðåäóêöèè íà÷àëüíî êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ãðàíè÷íûõ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè íàëè÷èè ïîãðóæåííî-
ãî òåëà äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìèëí-Òîìñîíà ãðàíè÷íûõ èí-
òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè [2]. Â ñëó÷àå äâèæåíèÿ íåçàêðåïëåííîãî öèëèíäðà òàêæå ó÷è-
òûâàåòñÿ äåéñòâèå íà íåãî âîçíèêàþùèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê [3].

Ïîñòðîåíà íà÷àëüíàÿ ïî âðåìåíè àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùåãî âñïëûâà-
íèå è ïîãðóæåíèå öèëèíäðà ñ ïëàâó÷åñòüþ, îòëè÷íîé îò íåéòðàëüíîé, èç ñîñòîÿíèÿ
ïîêîÿ. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì, îïèñûâàþùèì
íà÷àëüíóþ ñòàäèþ íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïðè çàäàííîì äâèæåíèè
öèëèíäðà [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò � 21-71-
20039).
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ÏËÎÑÊÈÕ ÊÀÍÀËÀÕ Ñ ÏÎÄÀÒËÈÂÛÌÈ ÑÒÅÍÊÀÌÈ
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3Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à
ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ñòåíîê êàíàëà íà óñòîé÷èâîñòü òå-
÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé ôóíäàìåíòàëüíîé ãèäðîäèíàìèêè è èìååò ïðàêòè-
÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ìåäèöèíå
ïðè îïèñàíèè òå÷åíèÿ êðîâè â ñîñóäàõ, â ïðîìûøëåííîñòè ïðè îïèñàíèè äâèæå-
íèÿ æèäêîñòåé â òðóáîïðîâîäàõ. Îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëü ëàìèíàðíî-
òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà ïóò¼ì âàðüèðîâàíèÿ ïîäàòëèâîñòè ñòåíîê. Ëàìèíàðèçàöèÿ
ïîòîêà ìîæåò çíà÷èòåëüíî ñíèæàòü òðåíèå î ñòåíêè, à òóðáóëèçàöèÿ ïîçâîëÿåò óñêî-
ðèòü òåïëîîáìåí â æèäêîñòè.

Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ âÿç-
êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êàíàëå ñ ïîäàòëèâûìè ñòåíêàìè, âûïîëíåííûìè èç
ðàçëè÷íûõ ìîäåëüíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ðàíåå ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ
òå÷åíèé æèäêîñòè íàä ìíîãîñëîéíûì ïîäàòëèâûì ïîêðûòèåì [1]. Ðàñïðîñòðàíåíèå
òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé â ïîòîêå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà, ñàìè âîç-
ìóùåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå ïî îòíîøåíèþ ê îñè
êàíàëà. Îñîáåííîñòüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè îáú¼ìíîãî òèïà íà
îñíîâå óðàâíåíèé Íàâüå äëÿ îïèñàíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ïîêðûòèé. Âÿçêîóïðóãèå
ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ïîêðûòèé îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ìîäåëè Êåëüâèíà-Ôîéãòà.
×èñëåííûé ðàñ÷¼ò îñíîâàí íà ìåòîäå êîëëîêàöèé. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðî-
âàíèå çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ñòåíîê è
ðàçëè÷íûõ òîëùèí ïîêðûòèé. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïîäàòëèâûõ è óïðóãèõ ñâîéñòâ
ìàòåðèàëîâ íà óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ.
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Áèéñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò (ôèëèàë) ÀëòÃÒÓ, Áèéñê

Îäèí èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ óâåëè÷åíèÿ ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè
¾ãàç-æèäêîñòü¿ � ñîçäàíèå óëüòðàçâóêîâîé êàâèòàöèè â ñïëîøíîé æèäêîé ôàçå,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âîçáóæäàòü ïîâåðõíîñòíûå âîëíû íà ñòàáèëüíî ñóùåñòâóþùèõ
ãàçîâûõ ïóçûðüêàõ, îáðàçóåìûõ â ðàìêàõ áàðáîòàæíîãî ïðîöåññà. Ïðåäëîæåíà äèô-
ôóçèîííî -òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ðàçìåðîâ ñôåðè÷åñêîãî ãàçîâîãî ïó-
çûðüêà â ñôåðè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ïîñòðîåíà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýâî-
ëþöèè ðàçìåðà ïóçûðüêà, ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé ãàçîâûõ êîìïîíåíòîâ â í¼ì
è ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû.

Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ ïîëó÷åíû ïðèáëèæ¼ííûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâî-
ëþöèþ êîíöåíòðàöèé ãàçîâûõ êîìïîíåíò è òåìïåðàòóðû âáëèçè ãðàíèöû ïóçûðüêà
âìåñòå ñ ðàäèóñîì ïîñëåäíåãî ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðåäëîæåííûõ óðàâíåíèé ïîçâîëèëî íàéòè äèàïàçîíû
ðåæèìîâ óëüòðàçâóêîâîãî âîçäåéñòâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñòàáèëüíîå ñóùåñòâîâàíèå
áàðáîòàæíîãî ïóçûðüêà áåç ñõëîïûâàíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò åãî ðàçìåðîâ è íà÷àëü-
íîãî ñîäåðæàíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò.

Äàëåå, íàéäÿ óñëîâèÿ ñòàáèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ áàðáîòàæíîãî ïóçûðüêà, áûë
ïðîâåä¼í àíàëèç ôîðìèðîâàíèÿ êàïèëëÿðíûõ âîëí. Ïîñòðîåíî óðàâíåíèå äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ âîëíû ôèêñèðîâàííîé äëèíû íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà íà îñíîâàíèè òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè îêðóæàþùåé æèäêîñòè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ¾êàïèëëÿðíîãî ñêà÷êà¿. Íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííîãî óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûâåäåíî óðàâíåíèå ôîðìèðîâàíèÿ âîëí ïðîèçâîëüíîãî
ïðîôèëÿ, íî ìàëîé àìïëèòóäû, íà âñåé îáîëî÷êå ïóçûðüêà ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïà-
ðàòà äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè.

Âûÿâëåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïóçûðüêà. Óñòàíîâëåíû çàêîíîìåðíî-
ñòè âëèÿíèÿ ìèêðîóäàðíûõ âîëí, îáðàçîâàííûõ ïðè ñõëîïûâàíèè êàâèòàöèîííûõ
ìèêðîïóçûðüêîâ, íà êîëåáàíèÿ ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñòàáèëüíî ñóùåñòâóþùåãî
áàðáîòàæíîãî ïóçûðüêà. Ïðåäëîæåí ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ó÷åñòü
âëèÿíèå êðèâèçíûõ ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íà èñêàæåíèå êàïèëëÿðíûõ âîëí.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-12-
00278, https://rscf.ru/project/23-12-00278/
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ÏÐÈÍÖÈÏÛ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÒÐ�ÕÌÅÐÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ Ñ
ÈÑÏÀÐÅÍÈÅÌ, ÈÇÓ×ÀÅÌÛÕ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÎ×ÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Î.Í. Ãîí÷àðîâà

Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóë
Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê

Òð¼õìåðíîå îáîáùåíèå ðåøåíèÿ Îñòðîóìîâà�Áèðèõà êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé
êîíâåêöèè, çàïèñàííûõ ñ ó÷¼òîì âçàèìîîáðàòíûõ ýôôåêòîâ òåðìîäèôôóçèè, îïèñû-
âàåò óñòàíîâèâøèåñÿ ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå òå÷åíèÿ æèäêîñòè è ãàçîïàðîâîé
ñìåñè â áåñêîíå÷íîì êàíàëå. Äàííîå ðåøåíèå èìååò ãðóïïîâóþ ïðèðîäó è ÿâëÿåòñÿ
÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì ðàíãà 2 äåôåêòà 3. Õàðàêòåðíàÿ åãî îñîáåííîñòü
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû ñîäåðæèò ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð A, êîòî-
ðûé òðàêòóåòñÿ êàê òåìïåðàòóðíûé ãðàäèåíò íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòü�ãàç,
è åãî íàëè÷èå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ÿâëåíèåì èñïàðåíèÿ æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì
ñïóòíîãî ïîòîêà ãàçà. Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ðåäóêöèþ èñõîäíîé
òð¼õìåðíîé çàäà÷è ê öåïî÷êå ÷èñëåííî ðåøàåìûõ äâóìåðíûõ. Ïðè âûáîðå çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ó÷èòûâàþòñÿ ðåæèìíûå ïàðà-
ìåòðû ýêñïåðèìåíòà, äîïóñêàåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêîé (òîëùèíû ñëî¼â
ðàáî÷èõ ñðåä, ñêîðîñòü ïðîêà÷êè ãàçà è ðàáî÷àÿ òåìïåðàòóðà), è èìåþùèåñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå äàííûå � çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíûõ ãðàäèåíòîâ A íà ìåæôàçíîé ïîâåðõ-
íîñòè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òåðìîãðàìì. Òàêîé âûáîð âõîäíûõ
äàííûõ ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî òî÷íî ó÷åñòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ôèçè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòàõ ðåàëèçóþòñÿ ðåæèìû èñïàðèòåëüíîé êîíâåêöèè.

Èçó÷åíû âèäû âîçíèêàþùèõ òå÷åíèé, óñëîâèÿ ôîðìèðîâàíèÿ âàëèêîâîé êîíâåê-
öèè, ïðèïîâåðõíîñòíûõ ãîðÿ÷èõ è õîëîäíûõ ïë¼íîê, ðåæèìîâ ñ äåôîðìèðîâàííûìè
òåïëîâûìè ñòðóêòóðàìè â æèäêîñòè è òåïëîâûìè ïëþìàìè â ïàðîãàçîâîì ñëîå, óñëî-
âèÿ äåôîðìàöèè è/èëè ðàñùåïëåíèÿ ïðîäîëüíûõ âàëîâ ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîí-
íûõ è òåðìîêàïèëëÿðíûõ ñèë. Ðàçðàáîòàíû ïðèíöèïû êëàññèôèêàöèè òð¼õìåðíûõ
òå÷åíèé ñ èñïàðåíèåì (êîíäåíñàöèåé) íà îñíîâå âûäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêè ðàçíûõ
êëàññîâ òå÷åíèé è àíàëèçà ñòðóêòóðû òåïëîâîãî ïîëÿ.

Íà ïðèìåðå ñèñòåì ýòàíîë�âîçäóõ è HFE7100�âîçäóõ âûïîëíåí àíàëèç òåìïåðà-
òóðíûõ è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ïàðàìåòðîâ ìàññîïåðåíîñà è ïàðîñî-
äåðæàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ îïèñàíû èçìåíåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå, âûçâàííûå âàðèàöèåé ðàáî÷èõ
ïàðàìåòðîâ ýêñïåðèìåíòà, â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê êðàåâûõ çàäà÷. Îáñóæäà-
þòñÿ ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è èçó÷àåìîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ
íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 22-11-00243, https://rscf.ru/project/22-11-00243/).
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÃÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß
ÄÅÔÎÐÌÈÐÓÅÌÛÕ ÒÅË Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÈÕ ÌÀÊÐÎ-

È ÌÈÊÐÎÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

È.Ã. Ãîðÿ÷åâà

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ïðè êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ðåàëüíûõ òåë îáëàñòü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, êàê ïðàâèëî, äèñêðåòíà â ñèëó øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ èçó÷åíèÿ
âëèÿíèÿ òîïîãðàôèè ïîâåðõíîñòè íà êîíòàêòíûå õàðàêòåðèñòèêè (ñáëèæåíèå òåë
ïðè íàãðóæåíèè, ðàñïðåäåëåíèå íîìèíàëüíûõ (îñðåäíåííûõ) è ôàêòè÷åñêèõ äàâëå-
íèé íà îòäåëüíûõ ïÿòíàõ êîíòàêòà, íîìèíàëüíîé è ôàêòè÷åñêîé îáëàñòè êîíòàêòà),
à òàêæå íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ êîí-
òàêòèðóþùèõ òåë íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó äèñêðåòíîãî êîíòàêòà, ò.å. çàäà÷ó ñî
ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû ïÿòåí êîíòàêòà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà ïðåäëîæåí ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìîäåëèðîâàíèè
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà äâóõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ. Ìàêðîìàñøòàá ñâÿçàí ñ
õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì Ra íîìèíàëüíîé îáëàñòè êîíòàêòà, à ìèêðîìàñøòàá - ñ õà-
ðàêòåðíûì ðàçìåðîì íåðîâíîñòåé è ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè la. Ïðè la � Ra è
çàäàííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ìèêðîãåîìåòðèè (ñðåäíèé ðàäèóñ êðèâèçíû íåðîâíîñòåé,
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè è âûñîòíîå ðàñïðåäåëåíèå) âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à î ñáëèæåíèè äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, îäíî èç êîòîðûõ æåñòêîå, îáëàäàþùåå
ñîîòâåòñòâóþùèì ìèêðîðåëüåôîì, à âòîðîå � äåôîðìèðóåìîå. Íà îñíîâàíèè ïîñòðî-
åííîãî ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ñáëèæåíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâ
îò äåéñòâóþùåãî íîìèíàëüíîãî äàâëåíèÿ. Ýòà çàâèñèìîñòü èñïîëüçóåòñÿ çàòåì äëÿ
ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è î ñáëèæåíèè äåôîðìèðóå-
ìûõ òåë ñ çàäàííûìè ìàêðîôîðìîé è ìèêðîãåîìåòðèåé (ìàêðîìàñøòàá).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíòàêòíûå çàäà÷è î âíåäðåíèè öèëèíäðè-
÷åñêîãî øåðîõîâàòîãî øòàìïà â óïðóãèé ñëîé [1] è â òîíêèé âÿçêîóïðóãèé ñëîé [2] íà
æåñòêîì îñíîâàíèè, à òàêæå îñåñèììåòðè÷íîãî øåðîõîâàòîãî øòàìïà â äâóõñëîéíîå
óïðóãîå îñíîâàíèå.

Ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò íå òîëüêî ðàññ÷èòûâàòü íàïðÿæåíèÿ â êîíòàê-
òå óïðóãèõ òåë, îáëàäàþùèõ ïîâåðõíîñòíûì ìèêðîðåëüåôîì, íî è ðàçðàáàòûâàòü
ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè ìèêðîãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé äëÿ äîñòèæåíèÿ òðå-
áóåìûõ õàðàêòåðèñòèê êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé, âíóò-
ðåííèõ íàïðÿæåíèé è ò.ä.).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò � 22-49-02010).
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ ÁÐÅÍÜÅ È ÏÐÎÁËÅÌÀ ÇÀÌÛÊÀÍÈß
ÈÅÐÀÐÕÈÈ ËÀÍÄÃÐÅÍÀ-ÌÎÍÈÍÀ-ÍÎÂÈÊÎÂÀ ÄËß ÏÎËß

ÂÈÕÐß

Â.Í. Ãðåáåíåâ1, À.Í. Ãðèøêîâ2

1Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð èíôîðìàöèîííûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ
òåõíîëîãèé, Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ñòàòèñòèêè, Óíèâåðñèòåò Ñàí Ïàóëî, Ñàí Ïà-
óëî, Áðàçèëèÿ

Êîíöåïöèÿ Áðeíüå � ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé
ãèäðîäèíàìèêè â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ìíîæåñòâå ëàãðàíæåâûõ òðàåêòî-
ðèé â ñëó÷àå èõ ñòîõàñòè÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåé-
ñòâèÿ Àðíîëüäà ïîñòðîåíèÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå âàðèàöèîííûé îáîáùåííûé ïðèíöèï Áðåíüå (Brenier, J. Am. Math. Soc. 1989)
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ çàìûêàíèÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè óðàâíåíèé Ëàíäãðåíà�Ìîíèíà�
Íîâèêîâà íà n-òî÷å÷íûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè fn ïîëÿ
âèõðÿ äâóìåðíûõ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ. Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîä-
õîäà ïðåäëîæåíà àïïðîêñèìàöèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè íà êîíöàõ ïî-
ñòàâëåííàÿ Øíèðåëüìàíîì (Ìàòåì. ñá. 1985) äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

Öåëü èññëåäîâàíè � ïðèìåíèòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Áðåíüå äëÿ çàìûêàíèÿ
èåðàðõèè ËÌÍ íà n-òî÷å÷íûå ÔÏÐÂ ïîëÿ âèõðÿ. ò.å. ýéëåðîâó ÔÏÐÂ fEn . Âàðèàöè-
îííûé ïðèíöèï Áðåíüå (ÂÏÁ) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
Àðíîëüäà ïîñòðîåíèÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà. ÂÏÁ îïèñûâàåò ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé Ýéëåðà â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (îáîáùåííûõ ïîòîêîâ) íà ìíîæå-
ñòâå ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé. Ïîíÿòèå îáîáùåííûõ ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
äëÿ îïèñàíèÿ ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè â òåðìè-
íàõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Áóäåò äàíà èíòåðïðåòàöèÿ îáîáùåííîãî ïîòîêà â ðàìêàõ
ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé
âåëè÷èíû äâèæåíèÿ áåðåòñÿ ñëó÷àéíîå ïîëå çàâèõðåííîñòè è ýâîëþöèÿ fEn îïðåäå-
ëÿåòñÿ èåðàðõèåé ËÌÍ â ýéëåðîâîé ôîðìóëèðîâêå, êîòîðàÿ âûâîäèòñÿ èç ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ôîðìû óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Áèî�Ñàâàðà. Ïåðåõîä
ê ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâêå îñóùåñòâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé çàïèñüþ ËÌÍ èåðàð-
õèè â âèäå óðàâíåíèé âäîëü õàðàêòåðèñòèê (ëàãðàíæåâû òðàåêòîðèè) ËÌÍ èåðàð-
õèè. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôîðìà ÂÏÁ âûâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé õàðàêòåðè-
ñòèê è ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà âûïîëíÿåòñÿ ïî âàðèàöèîííîé ïåðåìåííîé fEn+1.
Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ÂÏÁ äâà êðàåâûõ óñëîâèÿ, íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå
ÔÏÐÂ fEn+1 âäîëü õàðàêòåðèñòèê äîëæíû áûòü çàäàíû. Êàê ðåçóëüòàò, fEn+1 îïðåäå-
ëåííàÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (îïòèìàëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ðåàëè-
çàöèé) ïîçâîëÿåò çàìêíóòü fEn -óðàâíåíèå ËÌÍ èåðàðõèè. Ïðè ýòîì ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ôîðìà ÂÏÁ ñîâïàäàåò ñ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì Àðíîëüäà (ÂÏÀ) (ðàññìàòðèâàÿ
ôîðìàëüíî ïðåäåë ïðè n → ∞) äëÿ êðàåâîé çàäà÷è î ãåîäåçè÷åñêîé ñîåäèíÿþùåé
äâå çàäàííûå êîíôèãóðàöèè æèäêîñòè. Ïîñòàíîâêà òàêîé çàäà÷è âïåðâûå ïðåäëî-
æåíà Øíèðåëüìàíîì À.È. â Ìàòåì. ñá. 1985 è èçó÷åíà ñ ïðèâëå÷åíèåì äèñêðåòíîãî
àíàëîãà ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ äëÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé â ãèäðîäèíàìèêå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà äðóãàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ýòîé çàäà÷è îñíîâàííàÿ íà ñòàòèñòè÷åñêîé âåðñèè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
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ò.å. ËÌÍ èåðàðõèè, êîòîðàÿ áîëåå îðèåíòèðîâàíà íà ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ÷òî
ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíóþ òåìó èññëåäîâàíèÿ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 22-11-
00287, https://rscf.ru/project/22-11-00287/. À.Í. Ãðèøêîâ ïîääåðæàí FAPESP (Brazil)
ïðîåêò 2021/09845-0.

ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß È ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß 1+1
ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÎ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÍÎÃÎ

ÕÈÌÈ×ÅÑÊÈ ÐÅÀÃÈÐÓÞÙÅÃÎ ÃÀÇÀ

Þ.Í. Ãðèãîðüåâ1, Å.È. Êàïöîâ2, Ñ. Â. Ìåëåøêî2

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé, Íîâîñèáèðñê
2Ñóðàíàðè òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íàêõîí Ðàò÷àñèìà, Òàèëàíä

Â äîêëàäå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíûõ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîäèíà-
ìèêè ñ ó÷åòîì òåðìîõèìè÷åñêîé íåðàâíîâåñíîñòè êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåîðèè
òî÷å÷íîãî âçðûâà. Â íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû âêëþ÷åíû êîëåáàòåëüíîå âîçáóæäå-
íèå ìîëåêóë, äèññîöèàöèÿ âáëèçè õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ýíäîòåðìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ
ïðîèçâîëüíîãî ðàñïàäà. Èññëåäîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû. Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ íåå íàéäåíû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé (äèâåðãåíòíîé) è èí-
òåãðàëüíîé ôîðìàõ. Â ðàìêàõ ãðóïïîâîãî àíàëèçà ñèñòåìû äëÿ äîïóñòèìîé ïîäãðóï-
ïû Ëè âñåõ ðàñòÿæåíèé ïîëó÷åíî îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå. Ðàññìîòðåíî åãî ÷àñòíîå
ðåøåíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ó÷èòûâàåìûì íåðàâíîâåñíûì ïðîöåññàì. Íàéäåíû
èíâàðèàíòû ïîñòðîåííîãî îïåðàòîðà è ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíò-
íûõ (àâòîìîäåëüíûõ) ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíà ôàêòîð-ñèñòåìà óðàâíåíèé. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèëîæåíèÿ ôàêòîð-ñèñòåìû ÷èñëåííî ðåøåíà çàäà÷à î ñèëüíîì
âçðûâå ëèíåéíîãî çàðÿäà (¾âçðûâàþùåéñÿ ïðîâîëî÷êè¿) äëÿ äâóõ ìîäåëåé õèìè-
÷åñêèõ ðåàêöèé. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ èçâåñòíûì ðåøåíè-
åì äàííîé çàäà÷è â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ãàçîäèíàìèêè èäåàëüíîãî ãàçà. Ñðàâíåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà àäåêâàòíî îïèñûâàåò ýôôåêòû òåðìîõè-
ìè÷åñêîé íåðàâíîâåñíîñòè â áëèæíåé çîíå çà ñèëüíîé óäàðíîé âîëíîé. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì òåîðèè òî÷å÷íîãî âçðûâà.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-11-
00027, https://rscf.ru/project/23-11-00027/.

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÂÎËÍÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ È ÀÊÓÑÒÈÊÈ
ÌÍÎÃÎÔÀÇÍÛÕ, ÌÍÎÃÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ ÑÐÅÄ

Ä.À. Ãóáàéäóëëèí

ÎÑÏ Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ ÔÈÖ Êàçàíñêèé íàó÷íûé
öåíòð ÐÀÍ

Ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ âîëíîâîé äèíàìèêè è àêóñòèêè
ìíîãîôàçíûõ ñðåä. Äàíî ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ,
ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ.
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Èçó÷åíî ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ïàðîãàçîâûõ ïîëèäèñïåðñ-
íûõ (ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âêëþ÷åíèé ïî ðàçìåðàì) è äèñêðåò-
íûõ ìíîãîôðàêöèîííûõ êàïåëüíûõ è ïóçûðüêîâûõ (ñ îáîëî÷êîé âîêðóã ïóçûðüêà)
ñðåäàõ, à òàêæå â ñìåñÿõ æèäêîñòè ñ ïîëèäèñïåðñíûìè ÷àñòèöàìè ðàçíîãî ñîðòà
è ïóçûðüêàìè ãàçà. Ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîëó÷åíû íàèáîëåå îá-
ùèå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, èññëåäîâàíû âûñîêî- è íèçêî÷àñòîòíûå àñèìïòî-
òèêè êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ, îáñóæäàþòñÿ îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ðàçâèòûõ òåî-
ðèé. Âûâåäåíî óðàâíåíèå ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé ïóçûðüêà, ïîêðûòîãî âÿçêîóïðóãîé
îáîëî÷êîé â âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè. Óñòàíîâëåíî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îáîëî÷êè
âîêðóã ïóçûðüêà ãàçà íà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ïóçûðüêîâûõ æèäêîñòÿõ. Âûÿâëåíî
õîðîøåå ñîãëàñèå ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ îïóáëèêîâàííûìè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñíûõ âîëí äàâëåíèÿ â æèäêîñòè, ñîäåðæà-
ùåé ìíîãîñëîéíûå ïðåãðàäû ðàçíîãî ñîðòà. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïî èñêàæåíèþ àêó-
ñòè÷åñêîãî ñèãíàëà ïðè äèàãíîñòèêå ìíîãîñëîéíîãî îáðàçöà, ñîäåðæàùåãî ñëîé æèä-
êîñòè ñ ïîëèäèñïåðñíûìè ïóçûðüêàìè. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îòðàæå-
íèÿ çâóêîâîãî ñèãíàëà îò ñëîÿ êîíå÷íîé òîëùèíû, ñîäåðæàùåé àýðîçîëü èëè ïóçûðü-
êîâóþ æèäêîñòü, âûâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äëèíîé âîëíû è òîëùèíîé ñëîÿ,
ïðè êîòîðûõ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðîèë-
ëþñòðèðîâàíî ñîãëàñèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷åíû íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ àýðîçîëåé è
ïîâåäåíèå ÷àñòèö â òðóáàõ â óäàðíî- è áåçóäàðíî âîëíîâîì ðåæèìàõ. Óñòàíîâëåíà
íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè îñàæäåíèÿ òàáà÷íîãî äûìà îò ñòåïåíè çàïîë-
íåíèÿ çàêðûòîé òðóáû ïðè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ êîëåáàíèÿ ïîðøíÿ. Ïðåäñòàâëå-
íû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí â ãàçîâçâåñÿõ
è óäàðíî-âîëíîâîé ðàçëåò ãàçîâçâåñè â äâóõêîìïîíåíòíûé ãàç. Ïðîèëëþñòðèðîâà-
íî âëèÿíèå ñîðòà ãàçà íà äèíàìèêó ïðîöåññà. Ïîêàçàíî õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè è
îïûòíûõ äàííûõ.

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑËÎß ÊÀÒÀËÈÇÀÒÎÐÀ ÏÐÈ ÂÛÆÈÃÅ
ÌÍÎÃÎÊÎÌÏÎÍÅÒÍÛÕ ÊÎÊÑÎÂÛÕ ÎÒËÎÆÅÍÈÉ Ñ

ÌÍÎÃÎÑÒÀÄÈÉÍÎÉ ÊÈÍÅÒÈÊÎÉ

È.Ì. Ãóáàéäóëëèí1,2, Î.Ñ. ßçîâöåâà3

1Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íåôòÿíîé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÓÔÈÖ ÐÀÍ, Óôà
3Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ìîäåëèðîâàíèå âûæèãà êîêñîâûõ îòëîæåíèé èç ñëîÿ êàòàëèçàòîðà � àêòóàëüíàÿ
ïðîáëåìà ñîâðåìåííîé ôèçè÷åñêîé õèìèè [1]. Îñàæäåíèå êîêñà â ïîðàõ çåðíà ñóùå-
ñòâåííî ñíèæàåò êàòàëèòè÷åñêóþ àêòèâíîñòü. Îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì è íåäîðîãèì
ñïîñîáîì âîññòàíîâëåíèÿ êàòàëèòè÷åñêîé àêòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ îêèñëèòåëüíàÿ ðåãå-
íåðàöèÿ � âûæèã êîêñîâûõ îòëîæåíèé ñ ïîâåðõíîñòè è èç ïîð çåðíà êàòàëèçàòîðà
êèñëîðîä-ñîäåðæàùèì ãàçîì. Öåëü îêèñëèòåëüíîé ðåãåíåðàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ìàê-
ñèìàëüíîì óäàëåíèè êîêñà ñ êàòàëèçàòîðà [2].
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå ðåãåíåðàöèè, ñâÿçàíû ñ âîçäåéñòâè-
åì âûñîêèõ òåìïåðàòóð è îêèñëèòåëüíîé ñðåäû [3]: ïîð÷à êàòàëèçàòîðà, íåäîñòàòî÷-
íàÿ ñòåïåíü âûæèãà êîêñà, ãðàôèòèçàöèÿ êîêñà ïðè íåäîñòàòêå êèñëîðîäà, èçìåíå-
íèå ñòðóêòóðû êàòàëèçàòîðà, ïîâûøåíèå õðóïêîñòè êàòàëèçàòîðà. Ýòî ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ ïðîöåññà ïðè ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ
óñëîâèÿõ, ÷òî ìîæåò áûòü óñïåøíî ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ [4].

Íåñìîòðÿ íà ðàçíîîáðàçèå âèäîâ êàòàëèçàòîðà è îñîáåííîñòè êîêñîâûõ îòëîæå-
íèé, â îêèñëèòåëüíîé ðåãåíåðàöèè ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îáùèå çàêîíîìåðíî-
ñòè: â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîèñõîäèò âûæèã ëåãêîãîðþ÷åé ÷àñòè êîêñà ïðè 250-300◦C,
äàëåå ñëåäóåò âûæèã óñòîé÷èâîé ÷àñòè êîêñà ïðè 400-600◦C [5]. Íàèáîëåå ïðîñòûì
âàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ âûæèã îòëîæåíèé, ñîñòîÿùèõ èç óãëåðîäà è âîäîðîäà, íî ïðè
ýòîì êîêñ ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ, íàïðèìåð, ñåðó. Ýòî âíîñèò ñâîè êîððåêòèâû â
òåõíîëîãèþ ðåãåíåðàöèè, ïîñêîëüêó âûæèã ëåãêîãîðþ÷èõ ñóëüôèäîâ íà÷èíàåòñÿ óæå
ïðè 200◦C [6].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ïðîöåññà îêèñëèòåëüíîé
ðåãåíåðàöèè öèëèíäðè÷åñêîãî çåðíà àëþìîêîáàëüòìîëèáäåíîâîãî êàòàëèçàòîðà ñ äå-
òàëüíûì îïèñàíèåì ãåòåðîãåííîé êèíåòèêè.

Â êà÷åñòâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèíÿòà ìîäåëü èç ðàáîòû [2]. Çäåñü ïðåäñòàâ-
ëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëîÿ ñôåðè÷åñêîãî êàòàëèçàòîðà áåç ó÷åòà òåïëîïðî-
âîäíîñòè ñêåëåòà. Óïðîùåíèå ìîäåëè â ÷àñòè òåïëîïðîâîäíîñòè, à òàêæå ðàñ÷åò
ñôåðè÷åñêîãî çåðíà âìåñòî öèëèíäðè÷åñêîãî ñâÿçàíû ñ íåõâàòêîé âû÷èñëèòåëüíûõ
ìîùíîñòåé íà ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ � ïðè ïåðåõîäå ê öèëèíäðè÷åñêîìó
çåðíó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå, ÷òî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò
ñëîæíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà [7] â ñðàâíåíèè ñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé äëÿ
ñôåðè÷åñêîãî çåðíà [8].

Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåí íà îñíîâå ÿâíîãî èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî
ìåòîäà [9] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì [10]
� êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ðåøåíû îòäåëüíî òðåõñòàäèéíûì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû
ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [11].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è
êàòàëèçà ÓÔÈÖ ÐÀÍ (òåìà No FMRS-2022-0078).
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ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÔÎÐÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ ÍÀ

ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

À.À. Äàâûäîâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãëàâíûõ ñèìâîëîâ ðîñòêîâ òèïè÷íûõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé 2-ãî ïîðÿäêà ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà ïëîñêîñòè áûëà ïîëó÷åíà â [1]. Ïî-
ìèìî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è óðàâíåíèÿ Òðèêîìè-×èáðàðèî îíà
âêëþ÷àåò è íîâûå ôîðìû, â êîòîðûå âõîäèò äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð - èíâàðèàíò
ãëàäêèõ çàìåí êîîðäèíàò. Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïîñëåäíèå ôîðìû âñòðå÷à-
ëèñü è ðàíåå [2]. Íåäàâíî áûëè íàéäåíû íîðìàëüíûå ôîðìû è äëÿ ðÿäà ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ñëó÷àåâ (ñì., íàïðèìåð, [3], [4]).

Â 2007 ãîäó áûëà äîêàçàíà ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñåòè õàðàêòåðèñòèê äëÿ øè-
ðîêîãî êëàññà òàêèõ óðàâíåíèé [5], ÷òî åñòåñòâåííî ïîäâîäèò ê âîïðîñó î íåëîêàëü-
íûõ èíâàðèàíòàõ è ïîäõîäÿùèõ ìîäåëüíûõ ôîðìàõ ýòèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð,
[6]), òàêæå âñòðå÷àâøèìèñÿ ðàíåå â ïðèëîæåíèÿõ [7].

Äîêëàä ïîñâÿùåí òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ñìåøàííîãî òèïà íà ïëîñêîñòè è ñâÿçàííûì ñ íèìè âîïðîñàì. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâî-
äÿòñÿ ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ ÌÃÓ, ñîãëàøåíèå � 23-Ø05-25.
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ÔÈÃÓÐÛ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÂÐÀÙÀÞÙÅÉÑß ÊÀÏÈËËßÐÍÎÉ
ÄÂÓÕÔÀÇÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

È.Â. Äåíèñîâà

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

Ìû èùåì ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè äëÿ óðàâíå-
íèé Íàâüå�Ñòîêñà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåäëåííîìó æ�åñòêîìó âðàùåíèþ âÿçêîé äâóõ-
ôàçíîé êàïëè, ñîñòîÿùåé èç ñæèìàåìîé è íåñæèìàåìîé æèäêîñòåé. Ïðè ýòîì âíóò-
ðåííåé ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü. Îíà îãðàíè÷åíà çàìêíóòîé íåèçâåñòíîé
ïîâåðõíîñòüþ, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ âíåøíåé ãðàíèöåé. Ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü áàðî-
òðîïíà. Íà ãðàíèöàõ äåéñòâóþò ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå ôèãóð ðàâíîâåñèÿ F+, F , áëèçêèõ ê âëîæåííûì øàðàì BR±

0
ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ðàäèóñà (R+
0 < R−0 ); |F+| = |BR+

0
|. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü æèäêîñòè

ìàëà, à å¼ ïëîòíîñòü ρ ñîâïàäàåò ñ ρ+ > 0 äëÿ íåñæèìàåìîé ÷àñòè è ìàëî îòëè÷àåòñÿ
îò ïîñòîÿííîé ρ− > 0 äëÿ ñæèìàåìîé ÷àñòè ñðåäû. G+,G− � ïîâåðõíîñòè îáëàñòåé
F+ è F . Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.
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Ðàíåå ñóùåñòâîâàíèå ïîâåðõíîñòåé ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ íåñæèìàå-
ìîé è ñæèìàåìîé äâóõñëîéíûõ æèäêîñòåé, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè,
áûëî äîêàçàíî â [1] è [2] ñîîòâåòñòâåííî.

Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè, ò. å. íàøå äâóõôàçíîå
òåëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, êàê ïëàíåòó ñ ãàçîâîé àòìîñôåðîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî òåìå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ äëÿ ÈÏÌàø ÐÀÍ (òåìà ãîñ. çàäàíèÿ � 124040800009-8).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ñîëîííèêîâ Â.À., Çàäà÷à î íåñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè äâóõ âÿçêèõ íåñæèìàå-
ìûõ æèäêîñòåé, Ïðîá. ìàò. àíàëèçà. 2006. Ò. 34. Ñ. 103�121.

2. Denisova I. V., Solonnikov V.A. Equilibrium Figures for a Rotating Compressible
Capillary Two-Layer Liquid., Mathematics. 2024, Ò. 12. �1, 94.
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Ïîä áèëüÿðäàìè ñ ïîëóæ¼ñòêèìè ñòåíêàìè ìû ïîíèìàåì äèíàìè÷åñêèå (ãàìèëü-
òîíîâû) ñèñòåìû, çàäàâàåìûå íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (x1, x2) ãàìèëüòîíèàíàìè H =
D(x1, x2)(p2

1 + p2
2), ãäå D(x) - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü íà íåêîòîðîé

ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé G, ïðè÷åì gradG íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà G. Òàêèå áè-
ëüÿðäû âîçíèêàþò â òåîðèè âîëí íà âîäå â îãðàíè÷åííûõ è íåîãðàíè÷åííûõ áàññåé-
íàõ, ôóíêöèÿ D îïèñûâàåò äíî áàññåéíà è âíóòðè áàññåéíà ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ. Êðèâàÿ G - áåðåãîâàÿ ëèíèÿ. Â ðàáîòå [1] ïðè óñëîâèè èíòåãðèðóå-
ìîñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H áûëè ïîñòðîåíû ïåðèîäè÷åñêèå
ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â áàññåéíàõ ñ ïî-
ëîãèìè áåðåãàìè, ëîêàëèçîâàííûå â îêðåñòíîñòè áåðåãîâîé ëèíèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå
òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû îáðàçóþò íåêîìïàêòíûå (�íåñòàíäàðòíûå�) òîðû
Ëèóâèëëÿ, èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòè (x1, x2) çàìåòàþò êîëüöåâóþ îáëàñòü è îòðà-
æàþòñÿ îò íåêîòîðîé ïðîñòîé êàóñòèêè, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè áàññåéíà, è áåðåãîâîé
ëèíèè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾íåñòàíäàðòíóþ¿ êàóñòèêó. Äåôåêò ïîñòðîåí-
íûõ â [1] ðåøåíèé ñîñòîèò â òðåáîâàíèè èíòåãðèðóåìîñòè ââåäåííîé ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû, êîòîðîå ïðàêòè÷åñêè íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ.
Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì âûðîæäåííûå ñèòóàöèè [2], êîãäà ¾ñòàíäàðòíàÿ¿ êàóñòè-
êà ñèëüíî ïðèáëèæàåòñÿ ê áåðåãîâîé ëèíèè (¾íåñòàíäàðòíîé¿ êàóñòèêå). Òðåáîâàíèå
èíòåãðèðóåìîñòè òîãäà èñ÷åçàåò è âñåãäà âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ àñèìï-
òîòè÷åñêèõ âîëíîâûõ ðåøåíèé, èìåþùèõ íåáîëüøîå ÷èñëî îñöèëëÿöèé ïî íîðìàëè
ê áåðåãó (ÿâëÿþùèõñÿ àíàëîãàìè âîëí Ñòîêñà è Óðñåëëà). Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåê-
òîðèè ñèëüíî ëîêàëèçîâàíû â óçêîé îêðåñòíîñòè áåðåãà, ïðè ýòîì îíè âñåãäà âõîäÿò
â áåðåãîâóþ ëèíèþ è îòðàæàþòñÿ îò íåå ïîä óãëîì 90 ãðàäóñîâ. Òàêèì îáðàçîì ìû
èìååì àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîõîæèå íà èçâåñòíûå â àêóñòèêå ðåøåíèÿ òèïà
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¾øåï÷óùåé ãàëåðåè¿, íî ïðè ýòîì äëÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ çà ñ÷åò ¾âûðîæäåííîé¿
ñòåíêè (áåðåãîâîé ëèíèè) íå òðåáóåòñÿ âûïóêëîñòè äâóìåðíîé îáëàñòè, â êîòîðîé
ðàñïîëîæåí áàññåéí, òî åñòü îáëàñòè íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (x1, x2), â êîòîðûõ
D(x1, x2) > 0. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû, â êîòîðûõ èçó÷åíà ñâÿçü ëîêàëüíûõ àìïëèòóä
áåðåãîâûõ âîë ñ óãëîì íàêëîíà áåðåãà è ñ êðèâèçíîé áåðåãîâîé ëèíèè.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèÿõ ñ Ì.Ì.Âîòÿêîâîé, Ä.Ñ.Ìèíåíêîâûì,
Â.Å.Íàçàéêèíñêèì è À.Â.Öâåòêîâîé, ÷àñòè÷íî ïîääåðæàííûõ Ðîññèéñêèì íàó÷íûì
ôîíäîì, (ïðîåêò Ïðîåêò 24-11-00213).
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Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Èçìåíåíèå õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëî¼â ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðè-
ëîâ â óñëîâèÿõ àãðåññèâíîé îêðóæàþùåé ñðåäû, âûçâàííîå âçàèìíîé äèôôóçèåé
êîððîçèîííûõ âåùåñòâ è êîìïîíåíòîâ ñïëàâà, ïðîõîäèò â íàïðÿæ¼ííîì òåëå ïðè
ðàáîòå ëîïàòîê â ãàçîòóðáèííûõ äâèãàòåëÿõ. Äèôôóíäèðóþùèå êîìïîíåíòû âûçû-
âàþò îáú¼ìíûå äåôîðìàöèè ñðåäû, ÷òî ïîðîæäàåò íàïðÿæåíèÿ, ãðàäèåíò êîòîðûõ
â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê áàðîäèôôóçèè. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ òðåáóåòñÿ
ñâÿçàííàÿ ìîäåëü ìåõàíîäèôôóçèè.

Ïðè íàïèñàíèè ñâÿçàííîé ìîäåëè èññëåäîâàòåëü ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåîäíîçíà÷íî-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíûõ îáú¼ìîâ. Óðàâíåíèÿ äèôôóçèè êîìïîíåíò
çàïèñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè [1], êîòîðàÿ â
îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñ êîíâåêòèâíîé, ââîäèìîé â ìåõàíè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ.
Ïîýòîìó ââîäèòñÿ ãèïîòåçà ðàâåíñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé è êîíâåêòèâíîé ñêîðîñòè.
Äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ âûáîðà òèïà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñòðîÿòñÿ äâå ñâÿçàí-
íûå ìîäåëè âçàèìíîé äèôôóçèè è âÿçêîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà
áàðèöåíòðè÷åñêîé [2] è ìàðêåðíîé [3] ñêîðîñòè. Êîíñòèòóòèâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè
óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó çàêîíó òåðìîäèíàìèêè, à òåíçîðà íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé
çàïèñûâàþòñÿ äëÿ ñìåñè â öåëîì.

Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ âçàèìíîé äèôôóçèè â ñâÿçàííîé ìîäåëè âûâå-
äåíû êîýôôèöèåíòû âçàèìíîé äèôôóçèè â òð¼õêîìïîíåíòíîé ñðåäå Ni-Cr-Fe, îïðå-
äåëÿþùèå ðåëàêñàöèþ ïåðåìåííûõ ñîñòàâà â îäíîìåðíîé ìîäåëüíîé çàäà÷å. Ïîëó-
÷åíû êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíûõ ìîäåëåé.
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Â ìîäåëè íà îñíîâå ìàðêåðíîé ñêîðîñòè îáíàðóæåíà áûñòðàÿ âçàèìíàÿ äèôôóçèÿ,
îïðåäåëÿåìàÿ âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè ñðåäû. Áûñòðûé êîýôôèöèåíò âçàèìíîé
äèôôóçèè ñîñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì äèôôóçèîííûõ ýëåìåíòîâ,
êîòîðîå òàêæå âñòðå÷àåòñÿ â êîýôôèöèåíòå âçàèìíîé äèôôóçèè Äàðêåíà [4], íå ó÷è-
òûâàþùåãî óïðóãîâÿçêîñòü ñðåäû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü îïîðîé
äëÿ âûáîðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïðè îïèñàíèÿ ìåõàíîäèôôóçèîííûõ ïðî-
öåññîâ â êîððîäèðóþùåì ìàòåðèàëå.
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Å.Â. Åðìàíþê

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Èññëåäîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ âî âðàùàþùåéñÿ è ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèä-
êîñòè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ãåî- è àñòðîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè [1]. Âíóòðåí-
íèå è èíåðöèîííûå âîëíû óäîâëåòâîðÿþò ñïåöèôè÷åñêîìó äèñïåðñèîííîìó ñîîòíî-
øåíèþ, â êîòîðîå âõîäèò ÷àñòîòà âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ è íàïðàâëåíèå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí, íî íå âõîäèò ìàñøòàá äëèíû. Ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ñâÿçàíî
áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ôîðì âîëíîâûõ äâèæåíèé (ìîäû, ïó÷êè), ÿâëåíèå ôîêóñèðîâ-
êè ïðè îòðàæåíèè îò íàêëîííîé ñòåíêè, ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ çàìêíóòûõ
êîíôèãóðàöèé âîëíîâûõ ïó÷êîâ (âîëíîâûõ àòòðàêòîðîâ) â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ [2, 3],
ðÿä êëþ÷åâûõ îñîáåííîñòåé ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè âîëí ïî ìåõàíèçìó òðèàäíî-
ãî ðåçîíàíñà [4]. Â äîêëàäå ðàññìîòðåí îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé
ðàçâèòèÿ âîëíîâîé òóðáóëåíòíîñòè â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ, çàïîëíåííûõ ñòðàòèôè-
öèðîâàííîé èëè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòüþ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîñòàíîâêàì
çàäà÷, äîïóñêàþùèì ñóùåñòâîâàíèå âîëíîâûõ àòòðàêòîðîâ, â êîòîðûõ âîçìîæíî íà-
áëþäåíèå êàñêàäîâ òðèàäíûõ âîëíîâûõ âçàèìîäåéñòâèé [5, 6], íåòðèâèàëüíûõ êðóï-
íîìàñøòàáíûõ àçèìóòàëüíûõ ñòðóêòóð è çîíàëüíûõ òå÷åíèé [7, 8].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 23-41-00090).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Davidson P.A. Turbulence in Rotating, Strati�ed and Electrically Conducting Fluids.
Cambridge: Cambridge University Press, 2013.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 61

2. Maas L., R.M., Benielli D., Sommeria J., Lam F., P.A. Observations of an internal
wave attractor in a con�ned stably strati�ed �uid. Nature. 1997. V. 388. P. 557-561.

3. Rieutord M., Georgeot B., Valdettaro L. Wave Attractors in Rotating Fluids: A
Paradigm for Ill-Posed Cauchy Problems. Phys. Rev. Lett. 2000. V. 85. 4277.

4. Dauxois T., Joubaud S., Odier P., Venaille A. Instabilities of Internal Gravity Wave
Beams. Annu. Rev. Fluid Mech. 2018. V. 50. P. 131-156.

5. Scolan H., Ermanyuk E., Dauxois T. Nonlinear fate of internal waves attractors. Phys.
Rev. Lett. 2013 . V. 110. 234501.

6. Brouzet C., Ermanyuk E., Joubaud S., Subgatullin I., Dauxois T. Energy cascade in
internal wave attractors. Europhys. Lett. 2016. V. 113. 44001.

7. Subbotin S., Shmakova N., Ermanyuk E., Kozlov V. Stewartson layer instability and
triadic resonances in rotating sphere with oscillating inner core. Phys. Fluids. 2022.
V. 34. 064103.

8. Subbotin S., Shmakova N., Kozlov V., Ermanyuk E. Nonlinear regims of internal wave
attractors generated by a precessing lid: zonal �ows and Rossby waves. Phys. Fluids.
2023. V. 35. 074110.

ÓÅÄÈÍÅÍÍÛÅ ÂÎËÍÛ Â ÑÄÂÈÃÎÂÎÌ ÒÅ×ÅÍÈÈ
ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â.Å. Åðìèøèíà, À.À. ×åñíîêîâ
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Óåäèíåííûå âíóòðåííèå âîëíû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèáðåæíûõ è îêåàíè÷åñêèõ
òå÷åíèÿõ. Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü âíóòðåííèõ âîëí, îáóñëîâëèâàþùàÿ èíòåðåñ ê
èõ èññëåäîâàíèþ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî àìïëèòóäà óåäèíåííîé âîëíû ìîæåò ñóùåñòâåí-
íî ïðåâûøàòü íà÷àëüíóþ òîëùèíó îäíîãî èç ñëîåâ, âäîëü ãðàíèöû êîòîðûõ ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ âîëíà. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â ôîðìå
óåäèíåííîé âîëíû äëÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè äëèííûõ âîëí äëÿ äâóõñëîéíîãî ñòðà-
òèôèöèðîâàííîãî òå÷åíèÿ â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà. Ðàññìîòðåíà òðè ìîäåëè: ñ
íåãèäðîñòàòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûì äàâëåíèåì îáîèõ ñëîÿõ, ñ íåãèäðîñòàòè÷åñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì äàâëåíèÿ â îäíîì èç ñëîåâ è ìîäåëü, â êîòîðîé áûëè ëèíåàðèçîâàíû
ñëàãàåìûå ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè. Â òåðìèíàõ óñëîâèé ãèïåðáîëè÷íîñòè ìîäåëè
áåç ó÷åòà íåãèäðîñòàòè÷åñêîé ïîïðàâêè äàâëåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû îãðàíè÷åíèÿ íà
ñäâèã ñêîðîñòè â ñëîÿõ. Äàëåå ïîëó÷åíû ÎÄÓ, îïðåäåëÿþùèå ïðîôèëü óåäèíåííîé
âîëíû â çàâèñèìîñòè îò äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ (÷èñåë Ôðóäà), ñâÿçàííûõ
ñî ñêîðîñòüþ âîëíû è ñäâèãîì ñêîðîñòè â ñëîÿõ äëÿ íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà. Â ïëîñ-
êîñòè ÷èñåë Ôðóäà îïðåäåëåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðîé âîçìîæíî ïîñòðî-
åíèå ðåøåíèÿ â ôîðìå óåäèíåííîé âîëíû. Âûïîëíåí àíàëèç õàðàêòåðíûõ îñîáåííî-
ñòåé óåäèíåííûõ âîëí â ðàìêàõ äàííûõ ìîäåëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ÷èñëàõ Ôðóäà
áëèçêèõ ê âíåøíåé ãðàíèöå è óäàëåííûõ îò âíóòðåííåé ãðàíèöû îáëàñòè ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ àìïëèòóäà âîëí ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé. Â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàþòñÿ
ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïîëíîñòüþ íåãèäðîñòàòè÷åñêîé ìîäåëüþ è áîëåå ïðî-
ñòûìè ìîäåëÿìè, ó÷èòûâàþùèìè íåãèäðîñòàòè÷íîñòü äàâëåíèÿ òîëüêî â îäíîì èç
ñëîåâ. Åñëè ïàðàìåòðû ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè òàêîâû, ÷òî ÷èñëà Ôðóäà áëèçêè
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ê âíóòðåííåé ãðàíèöå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ âîëíà ïîëîãàÿ è èìååò ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøóþ àìïëèòóäó. Â ýòîì ñëó÷àå
ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè äàþò áëèçêèå ðåçóëüòàòû.

Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé òðåõñëîé-
íîãî òå÷åíèÿ, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè, òîãäà ìîäåëü áóäåò ïðè-
ìåíèìà äëÿ îïèñàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ âîëí âòîðîé ìîäû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 21-71-20039).
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ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À, ÎÏÈÑÛÂÀÞÙÀß ÄÂÈÆÅÍÈÅ
ÐÀÑÒÂÎÐÎÂ ÏÎËÈÌÅÐÎÂ Ñ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ Â

ÐÅÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÌ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÈ

À.Â. Çâÿãèí

Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, íà îòðåçêå âðåìåíè [0, T ], T > 0,
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− ν∆v − κ

∂∆v

∂t
− 2κDiv

( n∑
i=1

vi
∂E(v)

∂xi

)
−

− µ1

Γ(1− β)
Div

∫ t

0

(t− s)−βE(v)
(
s, z(s; t, x)

)
ds+ grad p = f ;

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

v
(
s, z(s; t, x)

)
ds, t, τ ∈ [0, T ], x ∈ Ω,

div v = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω; v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω; v|∂Ω×[0,T ] = 0.

Çäåñü v � âåêòîð�ôóíêöèÿ ñêîðîñòè, p � ôóíêöèÿ äàâëåíèå ñðåäû, f � ïëîòíîñòü
âíåøíèõ ñèë, z(τ ; t, x) � òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ñðåäû, óêàçûâàþùàÿ â ìîìåíò âðåìåíè
τ ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèöû ñðåäû, íàõîäÿùåéñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x, α > 0
� ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð, µ0 > 0, µ1 > 0, 0 < β < 1 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Γ(β)

� ãàììà�ôóíêöèÿ Ýéëåðà, E = (Eij(v)), Eij(v) = 1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, i, j = 1, n � òåíçîð

ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè, Div A � äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà A, òî åñòü âåêòîð Div A =( n∑
j=1

∂a1j(t,x)

∂xj
, · · · ,

n∑
j=1

∂anj(t,x)

∂xj

)
.

Íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò äâèæåíèå ñëàáî êîíöåíòðèðîâàííûõ âîä-
íûõ ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ ñ ïàìÿòüþ âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû (ñì.
[1]�[3]). Äàííàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà ðåîëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè Êåëüâèíà�Ôîéãòà ñ
äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî. Â äîêëàäå îïèñûâàåòñÿ èçó÷àåìàÿ çàäà÷à è äîêàçûâà-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;V −1) è v0 ∈ V 1. Òîãäà íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çà-
äà÷à èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå v ∈ W := {v : v ∈ L∞(0, T ;V 1), v′ ∈
L2(0, T ;V −1)}.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà No 23�71�
10026.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎ�ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÎÉ

À.Â. Çâÿãèí, Å.È. Êîñòåíêî

Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C2. Â
QT = [0, T ]× Ω, ãäå T ≥ 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− 2Div [ν0(I2(v))E(v)]− 2Div [ν(θ)E(v)]− κ

∂4v
∂t

+∇p = f ;

div v(t, x) = 0; v(t, x) |t=0= v0; v(t, x) |[0,T ]×∂Ω= 0;

∂θ

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂θ

∂xi
− χ4θ = [2ν(I2(v))E(v) + 2ν(θ)E(v) + κ

∂E(v)

∂t
] : E(v) + g;

θ |t=0= θ0; θ |[0,T ]×∂Ω= 0.

Çäåñü v(t, x), θ(t, x) è p(t, x) � âåêòîð�ôóíêöèÿ ñêîðîñòè, ôóíêöèè òåìïåðàòóðû è
äàâëåíèÿ ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî, E(v) = {Eij}ni,j=1 � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ñ

êîìïîíåíòàìè Eij = 1
2
( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

), ôóíêöèÿ I2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì: I2
2 =

n∑
i,j=1

E2
ij(v),

f � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, g � èñòî÷íèê âíåøíåãî òåïëà, κ > 0 � âðåìÿ ðåòàð-
äàöèè (çàïàçäûâàíèÿ), χ > 0 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, ν0 � íà÷àëüíàÿ
íåëèíåéíàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, ν � âÿçêîñòü æèäêîñòè, 0 < C1 ≤ ν0 < ν ≤ C2.

Íà÷àëüíàÿ âÿçêîñòü ñðåäû ν0 çàäàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ñêàëÿðíîé
ôóíêöèåé, äëÿ êîòîðîé ïðåäïîëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: a) |sν ′0(s)| ≤ C3, s ∈
[0,∞); b) − sν ′0(s) ≤ ν0(s) ïðè ν ′0(s) < 0.

Íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò äâèæåíèå æèäêîñòè òèïà Ôîéãòà ñ íà÷àëü-
íîé íåëèíåéíîé âÿçêîñòüþ è ñ âÿçêîñòüþ, çàâèñÿùåé îò òåìïåðàòóðû (ñì. [1]�[4]).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ν(s) ∈ C2(−∞,+∞), 0 < C1 ≤ ν0 < ν ≤ C2, ν0 �
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì a) è b), f ∈ L2(0, T ;V ∗), g ∈ L1(0, T ;H

−2(1−1/p)
p (Ω)), v0 ∈ V ,

θ0 ∈ W 1−2/p
p (Ω). Òîãäà â ñëó÷àå n = 2 ïðè 1 < p < 4/3 è â ñëó÷àå n = 3 äëÿ 1 < p < 5/4

ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è.
Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà No 23�71�

10026.
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ÒÐÅÕÌÅÐÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÏÅ×ÍÎÃÎ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ
ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÃËÅÐÎÄÀ ÈÇ ÓÃËÅÂÎÄÎÐÎÄÍÎÃÎ ÑÛÐÜß

È.Â. Çåçþëèí1, Ñ. Ã. ×åðíûé2

1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò òåïëîôèçèêè èì. Ñ.Ñ. Êóòàòåëàäçå ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Òåõíè÷åñêèé óãëåðîä �� âîñòðåáîâàííûé ïðîäóêò, èñïîëüçóåìûé ïðåèìóùåñòâåí-
íî ïðè ïðîèçâîäñòâå øèí [1]. Ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïèðîëèçà óãëåâîäîðîäíîãî ñû-
ðüÿ â ïå÷íûõ ðåàêòîðàõ. Èç-çà ñëîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ,
ïðîèñõîäÿùèõ âíóòðè ðåàêòîðà, êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîâûøåíèè êà÷åñòâà êîíå÷íîãî
ïðîäóêòà ñ çàäàííûìè äèñïåðñíîñòüþ è ñòðóêòóðíîñòüþ èãðàåò ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå. Â ðàáîòàõ [2, 3] ïðåäëîæåíà òðåõìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïû-
ëà è èñïàðåíèÿ ñûðüÿ â ïîòîêå ãàçà-òåïëîíîñèòåëÿ êàê ïåðâûé øàã íà ïóòè îïèñàíèÿ
âñåãî ïðîöåññà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèé øàã ê íàìå÷åííîé öåëè -
ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü âûõîäà òåõíè÷åñêîãî óãëåðîäà. Ê óðàâíåíèÿì Íàâüå-Ñòîêñà äî-
áàâëåíû äâà êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïåðåíîñ ìàññîâîé
äîëè è êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö òåõíè÷åñêîãî óãëåðîäà ñî ñêîðîñòüþ íåñóùåé ôàçû. Èñ-
òî÷íèêîâûìè ÷ëåíàìè â äàííûõ óðàâíåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ ìàññû
è èçìåíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö òåõíè÷åñêîãî óãëåðîäà ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷òåíû íóêëåàöèÿ
(îáðàçîâàíèå ÷àñòèö çà ñ÷åò êîíäåíñàöèè óãëåðîäà èç ïàðà ñûðüÿ), êîàãóëÿöèÿ (ñöåï-
ëåíèå ìåëêèõ ÷àñòèö ñ îáðàçîâàíèåì áîëåå êðóïíûõ), ïîâåðõíîñòíûé ðîñò (ïðèñîåäè-
íåíèå îòäåëüíûõ àòîìîâ è ðàäèêàëîâ ê ïîâåðõíîñòè êðóïíûõ ÷àñòèö) è îêèñëåíèå
(ðåàêöèè ñ êèñëîðîäîì è OH-ðàäèêàëàìè). Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé çàäà÷è, ïî-
ëó÷åííûõ áåç ìîäåëè âûõîäà òåõíè÷åñêîãî óãëåðîäà è ñ íåé. Íàéäåííûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìàññû è ÷èñëà ÷àñòèö òåõíè÷åñêîãî óãëåðîäà ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü äèñïåðñíîñòü
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è ñòðóêòóðíîñòü êîíå÷íîãî ïðîäóêòà. Ïðîâåäåí àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìàññû è
÷èñëà ÷àñòèö òåõíè÷åñêîãî óãëåðîäà êî âõîäíûì ïàðàìåòðàì ïîñòðîåííîé ìîäåëè.
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Ë.Â. ÎÂÑßÍÍÈÊÎÂ Î ÂÑÏËÛÒÈÈ ÏÓÇÛÐß. ÂÑÏËÛÒÈÅ
ÏÎÄÂÎÄÍÎÃÎ ÒÐÓÁÎÏÐÎÂÎÄÀ

Ì.À. Èëüãàìîâ

Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ ÊÍÖ ÐÀÍ, Êàçàíü
Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓÔÈÖ ÐÀÍ, Óôà

Ïðè âñïëûòèè ãàçîâîãî ïóçûðÿ ïîñëå ïîäâîäíîãî âçðûâà ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþò-
ñÿ àðõèìåäîâà ñèëà, èíåðöèîííûå ñèëû, âíåøíåå îáòåêàíèå âîäîé, èçìåíåíèå îáúåìà
è åãî ôîðìû [1]. Â îòëè÷èå îò ýòîãî âñïëûòèå è èçãèá ó÷àñòêà ãàçîâîãî òðóáîïðî-
âîäà ïðîèñõîäèò ìåäëåííî è áåç èçìåíåíèÿ îáúåìà è ôîðìû, èíåðöèîííûå ñèëû è
ïîïåðå÷íîå îáòåêàíèå íå èãðàþò çàìåòíîé ðîëè [2, 3].

Âñïëûòèå ïîäâîäíîãî òðóáîïðîâîäà ñîïðîâîæäàåòñÿ èçãèáîì åãî íåêîòîðîé ÷à-
ñòè. Òàêîå ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå ñîîðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì äëÿ åãî áåç-
îïàñíîé ýêñïëóàòàöèè. Ïîäúåì áîëåå òÿæåëîãî òðóáîïðîâîäà, ÷åì ïîäúåìíàÿ ñèëà
âîäû, âûçûâàåòñÿ òåìïåðàòóðíûì óäëèíåíèåì ïðè ñåçîííîì íàãðåâå âîäû, èçìåíåíè-
åì òåìïåðàòóðû ïåðåêà÷èâàåìîãî ãàçà, áîëüøèì âíóòðåííèì äàâëåíèåì, íà÷àëüíûì
ïîäúåìîì òðóáîïðîâîäà, îòñóòñòâèåì âîçìîæíîñòè èçãèáàòüñÿ ïî äíó âîäîåìà äëÿ
êîìïåíñàöèè óêàçàííîãî óäëèíåíèÿ, èçìåíåíèåì ðåëüåôà äíà (ïîäúåì, îïóñêàíèå,
ñäâèãè), äîííûõ òå÷åíèé è ò.ä. Íàèáîëüøàÿ âåðîÿòíîñòü âñïëûòèÿ íàñòóïàåò ïðè
îäíîâðåìåííîé ðåàëèçàöèè óêàçàííûõ ôàêòîðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâå-
ñòè âñïëûòèå äâóõ îáåòîíèðîâàííûõ ãàçîïðîâîäîâ ¾Áîâàíåíêîâî � Óõòà-2¿, ïðîëî-
æåííûõ ðÿäîì ñ äðóãèìè òðóáîïðîâîäàìè è íàõîäÿùèõñÿ â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ñ
íèìè â Áàéäàðàöêîé áóõòå (çàëèâ Êàðñêîãî ìîðÿ, ãëóáèíà 20 ì, âíóòðåííèé äèàìåòð
ñòàëüíîé òðóáû 1.20 ì, ðàáî÷åå äàâëåíèå ãàçà 12 ÌÏà, ëåòî 2021 ãîäà).

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âñïëûòèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçîãíóòàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëîãîé êðèâîé, óãîë ïîâîðîòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, îíî
îñòàåòñÿ êðóãîâûì è ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê îñåâîé ëèíèè. Æåñòêîñòè ðàñòÿæåíèÿ-
ñæàòèÿ è èçãèáà îïðåäåëÿþòñÿ ñóììîé æ¼ñòêîñòåé òðåõ ñëîåâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìîäóëÿìè óïðóãîñòè ñòàëè è áåòîíà [2, 3]. Äîïóñêàåòñÿ ÷àñòè÷íîå ïåðåìåùåíèå òðóáû
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ïî êîíöàì ïðîëåòà ïðè åãî èçãèáå. Ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèå äàâëåíèÿ îêðóæàþùåé
âîäû è ãàçà ñ ïîäúåìîì òðóáîïðîâîäà, à òàêæå ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè òðóáû çà
ñ÷åò åå êîëüöåâîé äåôîðìàöèè èç-çà ïåðåïàäà äàâëåíèÿ. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïîç-
âîëÿåò àíàëèçèðîâàòü øèðîêèé ñïåêòð âîïðîñîâ: ëèíåéíûé èçãèá è óñòîé÷èâîñòü
ïîëîæåíèÿ, íåëèíåéíûé ñâåðõêðèòè÷åñêèé èçãèá, âëèÿíèå íà èçãèá âñåõ âõîäíûõ ïà-
ðàìåòðîâ, â òîì ÷èñëå äàâëåíèÿ ãàçà è ãëóáèíû âîäîåìà. Îïðåäåëÿåòñÿ êðèòåðèé
âñïëûòèÿ.

Â ïðÿìîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè âñå âõîäíûå ïàðàìåòðû òðóáîïðî-
âîäà è åãî äëèíà, ïîäâåðãíóòàÿ ïîäúåìó (ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ïëîòíîñòè
è óïðóãîñòè âñåõ ñëîåâ, âíóòðåííåå äàâëåíèå â òðóáå, ñâîéñòâà îêðóæàþùåé ñðåäû,
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ). Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîãèá òðóáû (ïîäúåì). Â îáðàòíîé çà-
äà÷å ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû äëèíà ïîäíÿòîé ÷àñòè, âíóòðåííåå äàâëåíèå â òðóáå,
óñëîâèÿ îïèðàíèÿ íà êîíöàõ ïðîëåòà òðóáîïðîâîäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèé ÈÌÌ ÊÍÖ ÐÀÍ è ÈÌåõ ÓÔÈÖ ÐÀÍ.
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ÏÎÄÚÅÌ ÏÎÄÂÎÄÍÎÃÎ ÃÀÇÎÏÐÎÂÎÄÀ ÑÎÑÐÅÄÎÒÎ×ÅÍÍÎÉ
ÑÈËÎÉ

Ì.À. Èëüãàìîâ1, Ì.Ì. Øàêèðüÿíîâ1, À.À. Þëìóõàìåòîâ1,
À. Â. Àõìåäüÿíîâ2

1Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓÔÈÖ ÐÀÍ, Óôà
2Óôèìñêèé óíèâåðñèòåò íàóêè è òåõíîëîãèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäúåì çàòîïëåííîãî òðóáîïðîâîäà ïîëóáåñêîíå÷íîé äëèíû, íà-
õîäÿùåãîñÿ íà äíå âîäîåìà. Âíåøíÿÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà ïðèêëàäûâàåòñÿ ó ñâîáîäíîãî
êîíöà òðóáû (ðèñóíîê). Ïîäîáíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîçíèêàåò òàêæå ïðè óêëàäêå
òðóáîïðîâîäà [1, 2]. Â [2] ó÷èòûâàþòñÿ íåëèíåéíûå ñâîéñòâà áåòîíà â ñëó÷àå îáå-
òîíèðîâàííîãî òðóáîïðîâîäà. Êðîìå ñîáñòâåííûõ âåñîâ òðóáû è âîäû âíóòðè íåå,
àðõèìåäîâîé ñèëû, âîçíèêàþùèõ óïðóãèõ ñèë ïðè èçãèáå, ó÷èòûâàþòñÿ ïîïåðå÷íûå
ðàñïðåäåëåííûå ñèëû, îáóñëîâëåííûå âçàèìîäåéñòâèåì ñðåäíåãî äàâëåíèÿ íà ñòåíêè
òðóáû è êðèâèçíîé åå îñåâîé ëèíèè.

Ñîáëþäàþòñÿ îáû÷íûå äîïóùåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå ïðè àíàëèçå ìàëîãî èçãèáà òðó-
áû. Èçãèáíàÿ æåñòêîñòü òðóáû îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé æåñòêîñòåé äâóõ êîíöåíòðè÷å-
ñêèõ ñòàëüíûõ òðóá è áåòîííîãî ñëîÿ ìåæäó íèìè. Îíà ïîëó÷åíà â ïðåäïîëîæåíèè
ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ òðóáû, îñòàþùåãîñÿ ïëîñêèì ïðè èçãèáå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäúåì,
â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî óãîë ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ òðóáû îñòàåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ
åäèíèöåé è èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ. Åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîäúåì ñâî-
áîäíîãî êîíöà òðóáû äî ïîâåðõíîñòè âîäîåìà, òî òàêîé àíàëèç ïðèåìëåì òîëüêî äëÿ
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ñëó÷àÿ ìàëîé ãëóáèíû. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ïîäúåì òðóáû
áåç êîíòàêòà ñ æèäêîñòüþ.

Äëÿ àíàëèçà ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä Ðåëåÿ-Ðèòöà, ïðè÷åì àïïðîêñè-
ìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ïðîãèáà ïðèíèìàåòñÿ, êàê â èçâåñòíîé çàäà÷å èçãèáà êîíñîëüíîé
áàëêè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé [3, 4]. Ïðÿìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîäúåìà
ïðè çàäàííûõ ðàçìåðàõ òðóáû, äëèíå ïîäíÿòîé ÷àñòè (ïðîëåòà). Â îáðàòíîé çàäà÷å
ïðè çàäàííîì ïîäúåìå ñâîáîäíîãî êîíöà òðóáû äî ïîâåðõíîñòè âîäîåìà îïðåäåëÿåòñÿ
äëèíà ïîäíÿòîé ÷àñòè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è
è ñîñðåäîòî÷åííîé ïîäúåìíîé ñèëîé.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-21-
00106, https://rscf.ru/project/24-21-00106/
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ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ ÆÈÄÊÈÕ ×ÀÑÒÈÖ Â ÏÎËÅ 1:1 ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÛÕ
ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÕ ÂÎËÍÎÂÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Â ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÏÎÄÎ ËÜÄÎÌ

À.Ò. Èëüè÷åâ1,2, À.Ñ. Ñàâèí2, À.Þ. Øàøêîâ2

1Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîé æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû, îïèñûâàåìûé äâóìåðíûìè
óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà. Ëåäÿíîé ïîêðîâ ìîäåëèðóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé óïðó-
ãîé ïëàñòèíîé Êèðõãîôôà-Ëÿâà. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö æèäêîñòè ïîä ëåäÿíûì ïîêðî-
âîì íàõîäÿòñÿ â ïîëå íåëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòíûõ áåãóùèõ âîëí ìàëîé, íî êîíå÷íîé
àìïëèòóäû. Ýòè âîëíû ñâèäåòåëüñòâóþò ëèáî î ôîêóñèðóþùèõ, ëèáî î äåôîêóñèðóþ-
ùèõ ñâîéñòâàõ äàííîé ñðåäû. À èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèáî óåäèíåííûé âîëíîâîé
ïàêåò (ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ïîä îãèáàþùåé, ñêîðîñòü êîòîðîé ðàâíà ñêîðîñòè
ýòîé îãèáàþùåé), ëèáî òàê íàçûâàåìûé òåìíûé ñîëèòîí (áåãóùàÿ âîëíà, ÿâëÿþùà-
ÿñÿ íåëèíåéíûì ïðîäóêòîì áîðû è ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû). Â àíàëèçå èñïîëüçóþòñÿ
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ÿâíûå àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíîâûå ñòðóêòó-
ðû íà ãðàíèöå ðàçäåëà âîäà-ëåä, òàêèå êàê óåäèíåííûé âîëíîâîé ïàêåò è òåìíûé
ñîëèòîí, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé â òîëùå æèäêîñòè,
ãåíåðèðóåìîãî ýòèìè âîëíàìè [1, 2].
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ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× Î ÒÅ×ÅÍÈÈ
ÐÀÑÒÂÎÐÎÂ È ÐÀÑÏËÀÂÎÂ ÏÎËÈÌÅÐÎÂ Â ÊÀÍÀËÀÕ

À.È. Êàäûéðîâ

Èíñòèòóò ýíåðãåòèêè è ïåðñïåêòèâíûõ òåõíîëîãèé ÔÈÖ Êàçàíñêèé íàó÷-
íûé öåíòð ÐÀÍ, Êàçàíü

Ðàñòâîðû è ðàñïëàâû ïîëèìåðîâ îáëàäàþò âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè, ðåîëîãè-
÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì êàê èçìåíÿþùåéñÿ âÿçêîñòè ñî
ñêîðîñòüþ ñäâèãà, òàê è íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíûå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, íàïðèìåð ìîäåëè
Ãèåçåêóñà [1], Ôàí-Òüåí-Òàííåðà [2] è eXtended Pom-Pom [3]. Îáû÷íî, ïàðàìåòðû
äàííûõ ìîäåëåé íàõîäÿòñÿ ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ñäâèãîâîé âÿçêîñòè èëè âÿçêîñòè
ïðè ðàñòÿæåíèè. Ïîñëåäíèé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîîñíûõ è
äâóõîñíûõ òå÷åíèé. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ìîä ðåîëîãè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ è êîëåáëåòñÿ îò îäíîé äî ÷åòûðåõ, â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ èññëåäîâàòåëè
èñïîëüçóþò áîëüøåå êîëè÷åñòâî ìîä. Óêàçàííûå ðåîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ ñèëüíûìè íåëèíåéíûìè ýôôåêòàìè, ïîýòîìó àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ èõ
èñïîëüçîâàíèåì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ: ëàìèíàðíîå òå÷åíèå â
êðóãëîé òðóáå [4] èëè â ïëîñêîé ùåëè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå àíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [5],
â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâóõ è ÷åòûðåõ ìîäàëüíûå ôîðìû óêàçàííûõ âûøå
ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè,
à òàêæå ñ ñîáñòâåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè î òå÷åíèè ïîëèìåðíûõ ðàñ-
òâîðîâ â êðóãëîé òðóáå. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü îòêëîíåíèÿ
ôàêòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ îñåâîé ñêîðîñòè â ñóæàþùèõñÿ-ðàñøèðÿþùèõñÿ êàíàëàõ îò
óñòàíîâèâøåãîñÿ, à òàêæå ïîäòâåðäèòü àäåêâàòíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-21-
00166, https://rscf.ru/project/23-21-00166/
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À.Ë. Êàçàêîâ1, Ë.Ô. Ñïåâàê2

1Èíñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ èìåíè Â.Ì. Ìàòðîñîâà
ÑÎ ÐÀÍ, Èðêóòñê
2Èíñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ èìåíè Ý.Ñ. Ãîðêóíîâà ÓðÎ ÐÀÍ, Åêàòåðèíáóðã

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ýâîëþöèîííîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

Ut = ∆Ψ1(U) + Ψ2(U), (1)

ãäå t � âðåìÿ, ∆ � ëàïëàñèàí ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2, ..., xN ; U
� èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Èçâåñòíûå ôóíêöèè Ψ1(U),Ψ2(U) ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè. Èíîãäà äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû Ψ′1(U) ≥ 0.

Óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà (ôèëüòðàöèþ, äèôôóçèþ) â ñëó-
÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè (ôèëüòðàöèè, äèôôóçèè) çàâèñèò îò òåì-
ïåðàòóðû (ïëîòíîñòè, êîíöåíòðàöèè). Íàèáîëåå èçâåñòíîé ðàçíîâèäíîñòüþ óðàâíå-
íèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (ôèëüòðàöèè; the porous
medium equation) [1, 2], êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ Ψ1(U) = Um,m > 1, Ψ2(U) ≡ 0.
Ãðóïïîâîé àíàëèç òàêîãî óðàâíåíèÿ (â ïëîñêîñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå) áûë âïåðâûå
ïðîâåäåí Ë.Â. Îâñÿííèêîâûì [3]. Åñëè Ψ2(U) 6≡ 0, òî ýòî ñëàãàåìîå ìîäåëèðóåò ïðè-
òîê (ñòîê) ýíåðãèè (âåùåñòâà).

Â äîêëàäå, êîòîðûé ïðîäîëæàåò âûïîëíåííûå ðàíåå ðàáîòû àâòîðîâ [4], ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), èìåþùèå òèï äèôôóçèîííîé (òåïëîâîé)
âîëíû, ò.å. íåîòðèöàòåëüíûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

u|f(t,x1,...,xN )=0 = 0, (2)

ãäå ìíîãîîáðàçèå f(t, x1, ..., xN) = 0 èìåíóåòñÿ íóëåâûì (òåïëîâûì, äèôôóçèîííûì,
ôèëüòðàöèîííûì) ôðîíòîì [1]. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè âîçíè-
êàþò, åñëè Ψ′1(0) = 0, Ψ2(0) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå (1) óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ U ≡ 0,
ò.å. íà íóëåâîì ôðîíòå âîçíèêàåò îñîáåííîñòü è íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü.
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Â êà÷åñòâå íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðèíèìàþòñÿ ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè
ïåðåìåííûõ t, x1, x2, ..., xN . Âûïîëíÿåòñÿ ðåäóêöèÿ (1) ê ÎÄÓ, íàñëåäóþùèì îñîáåí-
íîñòü ó èñõîäíîé ïîñòàíîâêè. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûìè
è àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, âêëþ÷àÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ÎÄÓ. Ïðîâî-
äèòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2).
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ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅ ÒÅÐÌÎÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ
ÑÒÐÀÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ï.Í. Êàçàíöåâ, Á.Ë. Ñìîðîäèí

Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

Íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíûõ ÷àñòèö â êîëëîèäíûõ ñóñïåíçèÿõ (ôåð-
ðîæèäêîñòÿõ) ìîæåò áûòü ñôîðìèðîâàíî áëàãîäàðÿ ìàãíåòîôîðåçó â íåîäíîðîäíîì
ìàãíèòíîì ïîëå [1] èëè ýôôåêòó òåðìîäèôôóçèè [2] ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà òåìïå-
ðàòóðû.

Èçó÷åíî âîçíèêíîâåíèå êîíâåêöèè â ñóñïåíçèè ìàãíèòíûõ íàíî÷àñòèö ñ ìàãíèò-
íûì ìîìåíòîì m, çàïîëíÿþùåé ÿ÷åéêó Õåëå-Øîó âûñîòîé h, ïîìåùåííóþ â íåîä-
íîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå H = Gzk è òåïëîâîå ïîëå ñ ãðàäèåíòîì ∇T = −Θk (Θ -
ðàçíîñòü òåìïåðàòóð íà óçêèõ ãðàíÿõ ÿ÷åéêè).

Ýâîëþöèþ âîçìóùåíèé è âîçíèêíîâåíèå òå÷åíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ðàçëè÷-
íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñëîâèÿõ: 1) ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû è íåîäíîðîäíîå ïîëå
ïðèêëàäûâàþòñÿ ê îäíîðîäíîé ìàãíèòíîé æèäêîñòè; 2) íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïî-
ëå âêëþ÷àåòñÿ ïîñëå òîãî êàê ïîä äåéñòâèåì ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ôîðìèðóåòcÿ
ëèíåéíîå òåðìîäèôôóçèîííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè; 3) â îáùåì ñëó÷àå â æèäêî-
ñòè ìîæåò áûòü ñôîðìèðîâàí ïàðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè, çàâèñÿùèé
îò âåëè÷èíû áåçðàçìåðíîãî ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ γ = mGh/kbT0 è ïàðàìåòðà
ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ψ = STΘ/ϕ̄ (ST - ïàðàìåòð Ñîðå):

ϕ(z) = ϕ̄

(
1− ψz +

γ2(12z2 − 1)

72

)
, (1)

ãäå ϕ̄− ñðåäíÿÿ îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ íàíî÷àñòèö.
Â ïåðâîì ñëó÷àå (γ = 0, ψ = 0) êîíöåíòðàöèîííûé ãðàäèåíò íå ñôîðìèðîâàí, è

âîçíèêàåò ñòàöèîíàðíàÿ êîíâåêöèÿ.
Íà ôîíå ñôîðìèðîâàííîãî íåîäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè (ñëó÷àé 2 è 3)

êîíâåêöèÿ â ôåððîæèäêîñòè ìîæåò âîçíèêàòü êîëåáàòåëüíûì îáðàçîì. Îïðåäåëåíû
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çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ÷èñëà Ðåëåÿ Rmc, êðèòè÷åñêîãî âîëíîâîãî
÷èñëà kc è ÷àñòîòû íåéòðàëüíûõ êîëåáàíèé ω îò ïàðàìåòðà ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ψ è
âåëè÷èíû áåçðàçìåðíîãî ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ γ.

Ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàëîé àìïëèòóäû
ìîæíî âûçâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå òåðìîìàãíèòíîé êîíâåêöèè.
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Ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå ïî ìîäåëèðîâàíèþ ïîâðåæäåíèÿ ìåòàëëè÷åñêîãî ñïëà-
âà ïîä äåéñòâèåì êîìáèíèðîâàííûõ ìåõàíèçìîâ ïëàñòè÷íîñòè è ïîëçó÷åñòè. Â ðàáî-
òå ïðåäëîæåíà è ðåàëèçîâàíà ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàòåðèàëà, ó÷èòûâàþùàÿ
óïðóãîñòü, ïîëçó÷åñòü è ïëàñòè÷íîñòü ñ íåëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì. Òî÷íîå îïèñàíèå
ýôôåêòà Áàóøèíãåðà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äâóõ òåíçîðîâ ìèêðîíàïðÿæåíèé
ñ ýâîëþöèåé ïî òèïó ¾óïðî÷íåíèå/îòïóñê¿. Íàêîïëåíèå ïîâðåæäåííîñòè â ðåçóëü-
òàòå ìåõàíèçìà ïîëçó÷åñòè ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè
Êà÷àíîâà-Ðàáîòíîâà. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ äåãðàäàöèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìà-
òåðèàëà, ñïîñîáíîñòè ìàòåðèàëà ê äåôîðìàöèîííîìó óïðî÷íåíèþ è ê ñîïðîòèâëåíèþ
äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè.

Äëÿ êàëèáðîâêè ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå
äëÿ æàðîïðî÷íîãî ñïëàâà IN738LC [1]. Òàê êàê ìîäåëü ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ïàðàìåòðîâ, çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ðåøàåòñÿ â òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì
ýòàïå êàëèáðóþòñÿ ïàðàìåòðû êèíåìàòè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì î öèêëè÷åñêîì íàãðóæåíèè â ðåæèìå ìàëîöèêëîâîé óñòàëîñòè. Íà âòîðîì
ýòàïå êàëèáðóþòñÿ ïàðàìåòðû ïîëçó÷åñòè ïî äàííûì î íàãðóæåíèè â ñìåøàííîì
ðåæèìå ïëàñòè÷íîñòü/ïîëçó÷åñòü äëÿ íà÷àëüíûõ öèêëîâ íàãðóæåíèÿ. Íàêîíåö, íà
òðåòüåì ýòàïå îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ïî ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì î öèêëè÷åñêîì íàãðóæåíèè, ïîëó÷åííûì âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ
îáðàçöîâ. Ïîëó÷åíî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýêñïåðèìåíòîì è ðàñ-
÷åòîì. Äëÿ êàæäîãî èç ýòàïîâ îöåíåíà êîððåêòíîñòü êàëèáðîâêè ïóòåì âû÷èñëåíèÿ
êîðåëëÿöèîííûõ ìàòðèö. Äëÿ îöåíêè ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàçáðîñà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ ïîñòðîåíû âååðû ìîäåëüíûõ îòâåòîâ ïî ìåòîäèêå, îïèñàííîé â [2].
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ÏÎÊÐÛÒÈß

À.À. Êàìåíñêèõ

Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Â äàò÷èêàõ, ôèêñèðóþùèõ èçìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, øèðîêî
ðàñïðîñòðàíåíî èñïîëüçîâàíèå îïòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé. Ôèêñèðîâàíèå èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ îáúåêòà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà â îïòè÷åñêèõ âîëîêíàõ.
Âîëíîâîäû îòëè÷àþòñÿ ãåîìåòðèåé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ââåäåíèåì â èõ ñîñòàâ ñïå-
öèàëüíûõ ýëåìåíòîâ, çàùèòíûìè ïîêðûòèÿìè è ò.ä. Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, à òàêæå ìàòåðèàëû è âèä çàùèòíîãî
ïîêðûòèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü, êàê ñàìèõ âîëíîâîäîâ, òàê è
äàò÷èêîâ â êîòîðûõ îíè èñïîëüçóþòñÿ [1, 2]. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îïòè÷å-
ñêèõ âîëîêîí çà÷àñòóþ íàïðàâëåííî íà àíàëèç âëèÿíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
è ìîäåëåé ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ, èç êîòîðûõ îíè èçãîòîâëåíû, íà äåôîðìàöèîííûå
è îïòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ ðàáî÷èõ õàðàêòåðèñòèê.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî âëèÿíèå âÿçêîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ñòåêëÿííûõ ýëå-
ìåíòîâ îïòè÷åñêîãî âîëîêíà òèïà Panda íà ôîðìèðîâàíèå ïîëÿ îñòàòî÷íûõ òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, êîòîðîå íàïðÿìóþ âëèÿåò íà äâóëó÷åïðåëîìëåíèå. Çàäà-
÷à ôîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ðàññìàòðèâàëàñü â òåðìîóïðóãîé è
òåðìîâÿçêîóïðóãîé ïîñòàíîâêàõ. Ïðè óïðóãîé ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ ñòåêîë
ðàññìîòðåíî âëèÿíèÿ òåìïåðàòóðû íà÷àëà îõëàæäåíèÿ çàãîòîâêè [2, 3]: ôàêòè÷å-
ñêàÿ òåìïåðàòóðà, ôèêòèâíàÿ òåìïåðàòóðà. Òàêæå â ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû
âëèÿíèÿ ðåîëîãèè ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ çàùèòíîãî ïîêðûòèÿ, åãî ãåîìåòðè÷åñêîé
êîíôèãóðàöèè (îäíîñëîéíîå, äâóõñëîéíîå) è õàðàêòåðà ñîïðÿæåíèÿ ñ êâàðöåâûì îñ-
íîâàíèåì (èäåàëüíûé êîíòàêò, ôðèêöèîííûé êîíòàêò, ïîëíàÿ àäãåçèÿ) íà ðàáî÷èå
õàðàêòåðèñòèêè âîëîêíà òèïà Panda.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîäåëü âÿçêîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ñòåêëà ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî
îïèñûâàòü ïðîöåññ îñòûâàíèÿ âîëîêíà îò ôàêòè÷åñêèõ òåìïåðàòóð òåõíîëîãè÷åñêîãî
ïðîöåññà áëàãîäàðÿ ó÷åòó âÿçêîñòè ìàòåðèàëà. Òàêæå ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè âëèÿ-
íèÿ ãåîìåòðèè çàùèòíîãî ïîêðûòèÿ íà äåôîðìàöèîííûå è îïòè÷åñêèå ïàðàìåòðû
âîëîêíà ïðè åãî êîíòàêòå ñ ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ.

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò � FSNM-2023-0007).
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóìåðíûå ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè è ïëàç-
ìû

uux + vuy + px = 0, uvx + vvy + py = 0, ux + vy = 0,

ãäå u, v � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ñ÷èòàåòñÿ
ïîñòîÿííîé è ðàâíîé åäèíèöå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó
óðàâíåíèþ

ψxx + ψyy = F (ψ)

íà ôóíêöèþ òîêà ψ. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå òàêæå âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæå-
íèÿõ òàêèõ êàê ôèçèêà ïëàçìû, òåîðèÿ òâåðäîãî òåëà. Ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Sine-Ãîðäîí, Sinh-Ãîðäîí, Öèöåéêè, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñõîä æèäêîñòè ïî çàìêíóòîé êðèâîé â ñëó-
÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Sin-Ãîðäîíà ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, ò.å. êâàíòóåò-
ñÿ. Íàéäåííûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò òå÷åíèÿ, ñîñòîÿùèå èç îòäåëüíûõ èñòî÷íèêîâ è
ñòîêîâ, ñòðóéíûå òå÷åíèÿ, ïåðèîäè÷åñêèå öåïî÷êè èç èñòî÷íèêîâ-ñòîêîâ, âèõðè è èõ
êîìáèíàöèè. Ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèé Sine-Ãîðäîíà, Sinh-Ãîðäîíà è Öèöåéêè. Äàííûå êëàññû ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé îò ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì, ôèíàíñèðóåìûìÌè-
íîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ìåðîïðèÿòèé ïî ñîçäàíèþ è ðàçâèòèþ ðåãèîíàëüíûõ ÍÎÌÖ
(Ñîãëàøåíèå 075-02-2020-1631).
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Çàäà÷à î ïóçûðå, äâèæóùåìñÿ â áåçãðàíè÷íîé òÿæåëîé æèäêîñòè, áûëà ïîñòàâ-
ëåíà Ë.Â. Îâñÿííèêîâûì [1]. Ïîçäíåå, áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå àë-
ãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå äâèæåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè
â èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè.

Ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî âðåìåíè, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïîëó÷åíû ðåêêó-
ðåíòíûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðèìåíåíèå ïîëóàíàëèòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîçâîëèëî íå òîëüêî îïðåäåëèòü èñêîìûå ôóíêöèè, íî è èññëåäîâàòü
èõ îñîáûå òî÷êè.
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Ïðè ñîóäàðåíèè òâåðäîãî òåëà ñ æèäêîñòüþ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ (ëèáî æèäêèõ êà-
ïåëü ñ òâåðäûì òåëîì), ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè äåôîðìèðóåòñÿ è çàäåðæèâàåò òîíêèé
ñëîé âîçäóõà, êîòîðûé îáðàçóåò âîçäóøíûå ïóçûðüêè íà ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ
îñíîâíîé ïðîáëåìîé ïðè ïå÷àòè, ïîêðàñêå, íàíåñåíèè ïîêðûòèé.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñîóäàðåíèè êîíóñà ñ æèäêîñòüþ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ
[1], ðàäèóñ âîçäóøíîé ïîëîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñî âðåìåíåì (àíà-
ëîãè÷íî óäàðó êàïëè î ïîâåðõíîñòü [2]). Âíåøíèé ðàäèóñ çîíû êîíòàêòà óâåëè÷è-
âàåòñÿ ëèíåéíî ñî âðåìåíåì, ýòà çàâèñèìîñòü õîðîøî ñîâïàäàåò ñ òåîðèåé Âàãíå-
ðà [3]. Íà÷àëüíûé ðàäèóñ âîçäóøíîé ïîëîñòè ëèíåéíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà A =
µa/(ρlV tan2(β)) (µa � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü âîçäóõà è ρl � ïëîòíîñòü æèäêîñòè),
êîòîðûé îñíîâàí íà áàëàíñå äàâëåíèé, îáóñëîâëåííûõ ñèëàìè èíåðöèè æèäêîñòè è
ýôôåêòîì ñìàçêè â òîíêîì âîçäóøíîì ñëîå [1, 4].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [1] äëÿ
òåë ñ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèåé. Äëÿ ýòîãî áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ñ ïàäåíèåì
êëèíà è ïèðàìèäû èç äþðàëþìèíèÿ ñ ìàëåíüêèìè óãëàìè β îò 1 äî 4◦ â äèàïàçîíå
ñêîðîñòåé óäàðà 1.3�19.0 ñì/ñ.
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Õîòÿ ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì â íà÷àëå êîíòàêòà îäèíàêîâ äëÿ âñåõ ãåîìåòðèé, ðàñ-
ïîëîæåíèå òî÷åê ïåðâè÷íîãî êîíòàêòà çàâèñèò îò ãåîìåòðèè òåëà: äëÿ êîíóñà òî÷êè
êîíòàêòà ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè, äëÿ ïèðàìèäû � íà êâàäðàòå, à äëÿ êëèíà
� íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ. Áûëà èçìåðåíà äëèíà âíóòðåííåé è âíåøíåé çîí
êîíòàêòà è ïîñòðîåíà èõ âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Âàãíåðà è
ïðåäûäóùèìè ýêñïåðèìåíòàìè ñ êîíóñîì ýòè çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ýêñïîíåíöèàëüíîé è ëèíåéíîé. Ïîñòðîåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè äëèíû âíóòðåííåé
çîíû êîíòàêòà, ïîëó÷åííîé èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, îò ïàðàìåòðà A [1, 4]. Íà-
÷àëüíàÿ âíóòðåííÿÿ äëèíà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ýòîìó ïàðàìåòðó. Êàê è îæèäà-
ëîñü, íàêëîí àïïðîêñèìèðóþùåé ïðÿìîé äëÿ äàííûõ ñ ïèðàìèäîé áëèæå ê íàêëîíó
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé äëÿ êîíóñà, ÷åì äëÿ êëèíà.
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ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÑÐÅÄÅ

À.Ð. Êàñèìîâ

Ñêîëêîâñêèé èíñòèòóò íàóêè è òåõíîëîãèé, Ìîñêâà

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîìåðíîé
èëè äâóìåðíîé ãàçîâîé äåòîíàöèè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè íåîäíîðîäíîñòÿìè â ãîðþ÷åé
ñìåñè èëè â ñâîéñòâàõ êàíàëà, â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ äåòîíàöèÿ. Ðàññìîòðåíû
ñëó÷àè îäíîìåðíîé äåòîíàöèè â ñðåäå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè íåîäíîðîäíîñòÿìè òåìïå-
ðàòóðû, íî áåç ó÷åòà ïîòåðü íà òðåíèå [1, 2], à òàêæå äåòîíàöèè â îäíîðîäíîé ñðåäå
ñ ó÷åòîì ïîòåðü èìïóëüñà èç-çà ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîé øåðîõîâàòîñòè ñòåíîê
êàíàëà [3]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáíàðóæåíî ÿâëåíèå ðåãóëÿðèçàöèè ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé âîëíû â îïðåäåëåííûõ äèàïàçîíàõ âîëíîâûõ ÷èñåë ïåðèîäè÷åñêîé íåîäíîðîä-
íîñòè. Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè â âèäå ÿçûêîâ Àðíîëüäà â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ àìïëèòóäû è âîëíîâîãî ÷èñëà íåîäíîðîäíîñòè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè äâóìåðíîé äåòîíàöèè îáíàðóæåíû íîâûå è áîëåå ñëîæíûå ýô-
ôåêòû. Âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè ñìåñè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íà ñòðóêòóðó ÿ÷å-
èñòîé äåòîíàöèè, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå, ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,
÷òî èçìåíåíèå àìïëèòóäû è âîëíîâîãî ÷èñëà íåîäíîðîäíîñòè ïðèâîäèò êàê ê ïåðå-
ñòðîéêå ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðû (îò íåðåãóëÿðíîé ê ðåãóëÿðíîé è íàîáîðîò), òàê è ê
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ÿâëåíèþ çàõâàòà äåòîíàöèîííûõ ÿ÷ååê â îáëàñòÿõ ñ âûñîêîé òåìïåðàòóðîé è íèç-
êîé ïëîòíîñòüþ, ïðè êîòîðîì ïîïåðå÷íûå âîëíû â ÿ÷åèñòîé äåòîíàöèè ñòàíîâÿòñÿ
ñòàöèîíàðíûìè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîí-
äà â ðàìêàõ ïðîåêòà � 22-21-00902.
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ÄÂÈÆÓÙÈÅÑß ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÂÈÕÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß Â
ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÐÓÁÊÅ

ÊÐÓÃÎÂÎÃÎ ÑÅ×ÅÍÈß

Î.Å. Êèðèëëîâ

Öåíòðàëüíûé àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèé èíñòèòóò èì. ïðîô. Í.Å. Æóêîâñêîãî,
Æóêîâñêèé

Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ 1-ãî ýòàïà èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÍÔ � 23-11-
00210 ñòàëî îáíàðóæåíèå (èç àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé) àíîìàëü-
íîãî ïðîõîæäåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîãî ñèãíàëà äàâëåíèÿ ïî ïíåâìîòðàññå � äëèííîé
öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêå êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ. Èç ïðîâåäåííîãî ÷àñòîòíîãî è ÷àñòîòíî-
âðåìåííîãî àíàëèçà áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî äàò÷èê â êîíöå ïíåâìîòðàññû ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðåãèñòðèðóåò ðàñïàä íåêèõ ëîêàëèçîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå
è âðåìåíè àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñòðóêòóð � êàê ïðåäâàðèòåëüíàÿ ãèïîòåçà, ýòî ìîãóò
áûòü âèõðåîáðàçîâàíèÿ òèïà âèõðåé Õèëëà. ×àñòîòà ñëåäîâàíèÿ ýòèõ ñòðóêòóð ïî-
ðÿäêà 20-40 Ãö. Ýòè îáðàçîâàíèÿ âîçíèêàþò â íà÷àëå ïíåâìîòðàññû è ïðîõîäÿò äî
êîíöà ïíåâìîòðàññû, ãäå ðàñïàäàþòñÿ íà ìåìáðàíå äàò÷èêà. Ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ
ýòèõ ñòðóêòóð îõâàòûâàåò èíòåðâàë êàê ìèíèìóì äî 2 êÃö. Ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ
ýòèõ ñòðóêòóð ìîæåò áûòü ëèáî ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíûé ïåðåõîä â ïîãðàíè÷íîì
ñëîå íà ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ, ëèáî ïðèñòåííûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé
â ïîòîêå àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèñóòñòâóåò øèðîêîïîëîñíûé
ñïåêòð òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé çàäà÷è î ñóùåñòâîâà-
íèè ïîäâèæíûõ ëîêàëüíûõ âèõðåîáðàçîâàíèé â öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêå êðóãîâîãî
ñå÷åíèÿ, çàïîëíåííîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ íåâÿçêîé
æèäêîñòè âîçìîæíû äâèæóùèåñÿ ëîêàëüíûå âèõðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáíûå ñôåðè÷å-
ñêîìó âèõðþ Õèëëà. Äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîé æèäêîñòè ïðèâåäåíû îöåíêè òåìïà äèññè-
ïàöèè òàêèõ âèõðåîáðàçîâàíèé.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-11-
00210, https://rscf.ru/project/23-11-00210/.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 77

ÂËÈßÍÈÅ ÒÅÏËÎÂÎÉ ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎ-ÊÀÏÈËËßÐÍÎÉ
ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ ÍÀ ÏÎËß ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÛ Â ÒÎÍÊÈÕ ÑÒÅÍÊÀÕ

Ñ.À. Êèñëèöûí, Â.Ñ. Áåðäíèêîâ, Â.À. Ãðèøêîâ, Ê.À. Ìèòèí, À.Â.
Ìèõàéëîâ, Å.À. Þðîâñêèõ

Èíñòèòóò òåïëîôèçèêè èì. Ñ.Ñ. Êóòàòåëàäçå ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ïîëÿ òåìïåðàòóðû â êîíñòðóêöèÿõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (ËÀ) ìîãóò áûòü íåñòà-
öèîíàðíûìè è íåðàâíîìåðíûìè èç-çà êîíâåêòèâíûõ ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà â òîï-
ëèâíûõ áàêàõ ïðè âçëåòå, âûõîäå íà êðåéñåðñêóþ ñêîðîñòü è ïîñàäêå. Â ýòèõ óñëî-
âèÿõ âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå ïåðåïàäû òåìïåðàòóðû è ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òåðìè÷å-
ñêèå íàïðÿæåíèÿ, äîïîëíèòåëüíûå ê ìåõàíè÷åñêèì íàãðóçêàì [1]. Äëÿ îöåíîê ðå-
ñóðñà ýëåìåíòîâ ËÀ òðåáóþòñÿ äîñòîâåðíûå çíàíèÿ î ñîïðÿæåííîì òåïëîîáìåíå â
ñîäåðæàùèõ æèäêîñòè ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèè, î ðàñïðåäåëåíèÿõ ãðàäèåíòîâ òåìïå-
ðàòóðû è òåðìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ðàáîòå
ëþáîé òîíêîñòåííîé òåõíèêå â ðåæèìàõ âêëþ÷åíèÿ è âûêëþ÷åíèÿ íàãðåâà. Â ïîëî-
ñòÿõ ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûõ æèäêîñòÿìè è ïðè íàëè÷èè íåèçîòåðìè÷åñêîé ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè êðîìå ñèë ïëàâó÷åñòè ñóùåñòâåííóþ ðîëü ìîæåò èãðàòü òåð-
ìîêàïèëëÿðíûé ýôôåêò è êîíâåêöèÿ èìååò òåïëîâóþ ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíóþ
ïðèðîäó. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñëàáî èçó÷åíî âëèÿíèå íåñòàöèîíàðíîé òåïëîâîé
ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè, íà ïîëÿ òåìïåðàòóðû â ñòåíêàõ â çîíàõ êîí-
òàêòà æèäêîñòü-ãàç-ñòåíêà [2, 3]. Ýêñïåðèìåíòàëüíî è ÷èñëåííî èññëåäîâàíî ðàçâèòèå
íåñòàöèîíàðíîé òåïëîâîé ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè â ñëîå ýòèëîâîãî
ñïèðòà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ïîñëå âíåçàïíîãî ðàçîãðåâà ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì
îäíîé èç âåðòèêàëüíûõ ñòåíîê ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè â äèàïàçîíå âûñîò ñëîÿ æèä-
êîñòè îò 50 äî 170 ìì è ïðè ïëîòíîñòÿõ òåïëîâûõ ïîòîêîâ íà ðàçîãðåâàåìîé ñòåíêå
ïîëîñòè îò 274 äî 5400 Âò/ì2. Ïîëÿ òåìïåðàòóðû íà ñòåíêàõ è íà ñâîáîäíîé ïîâåðõ-
íîñòè ñëîÿ æèäêîñòè èçìåðÿëîñü òåïëîâèçîðîì FLIR x6530sc. Êîìïüþòåðíàÿ îáðà-
áîòêà òåïëîâèçèîííûõ ôèëüìîâ ïîçâîëèëà ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è
ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå ñòåíêè â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Îïðåäåëåíû
àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû, âûçâàííûå âîçíèê-
íîâåíèåì âòîðè÷íûõ òå÷åíèé â íàáåãàþùåì íà ñòåíêó ïîòîêå íàãðåòîé æèäêîñòè
è â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ, èçó÷åíî èõ âëèÿíèå íà ìãíîâåííûå ïîëÿ òåìïåðàòóðû íà
ñòåíêå íà ôîíå ìîíîòîííîãî èçìåíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ öèôðîâóþ âèäåîñúåìêó è êîì-
ïüþòåðíóþ îáðàáîòêó âèäåîôèëüìîâ, ïîëó÷åíû âåêòîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè
â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè ïîëîñòè. Ïîñòðîåíû ïðîôèëè âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëü-
íûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè. Ïàðàëëåëüíî âûïîëíåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â óñëîâèÿõ áëèçêèõ ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì.
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ÑËÎÅ ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÛ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÇÀÊÓÏÎÐÊÈ

Ë.Ñ. Êëèìåíêî1,2, Á. Ñ. Ìàðûøåâ1

1Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ ÐÀÍ, Ïåðìü
2Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ òðàíñïîðò òÿæåëîé ïðèìåñè ÷åðåç íàêëîííûé
ñëîé ïîðèñòîé ñðåäû ïðè íàëè÷èè îñàæäåíèÿ (èììîáèëèçàöèè) ÷àñòèö ïðèìåñè íà
òâåðäûé ñêåëåò ñðåäû è ó÷åòå çàêóïîðêè ñðåäû. Òå÷åíèå ïðèìåñè ñîçäàåòñÿ ïîñòî-
ÿííûì ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ íà êîíöàõ ñëîÿ. Íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ ïîääåð-
æèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ðàçíîñòü êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè (cì. ðèñóíîê).

Íà îñíîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ ïîäâèæíîé ïðèìåñè è íåñóùåé æèäêîñòè
âûâåäåíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ñèñòåìû. Ðàññìîòðåíû ïðèáëèæåíèÿ
ñèëüíîé è ñëàáîé çàêóïîðêè. Ïðåäïîëîæåíèå ñëàáîé çàêóïîðêè çàêëþ÷àëîñü â òîì,
÷òî âëèÿíèå îñåâøèõ ÷àñòèö íà ïîðèñòîñòü ñ÷èòàëîñü íåçíà÷èòåëüíûì è ó÷èòûâàëîñü
òîëüêî â óìåíüøåíèè ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû. Ïîêàçàíî, ÷òî íàñòîÿùàÿ çàäà÷à äîïóñ-
êàåò ðåæèì ñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè. Äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîé çàêóïîðêè ðàñïðåäåëåíèå
ïðèìåñè ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì ðàíåå ëèíåéíûì çàêîíîì, äëÿ ñèëüíîé çàêóïîðêè íà-
áëþäàþòñÿ èñêðèâëåíèÿ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñêîðîñòü
ôèëüòðàöèè âäîëü ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû è çàâèñèò îò
óãëà íàêëîíà.

Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü íàéäåííîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê
ìàëûì âîçìóùåíèÿì. ×èñëåííî ïîëó÷åíû íåéòðàëüíûå êðèâûå â øèðîêîì äèàïà-
çîíå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ïîñòðîåíû êàðòû óñòîé÷èâîñòè è îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå êîíâåê-
òèâíîãî òå÷åíèÿ êàê êîëåáàòåëüíûì òàê è ìîíîòîííûì îáðàçîì. Ýòîò ðåçóëüòàò â
öåëîì ñîâïàäàåò ñ òåì ÷òî íàáëþäàåòñÿ áåç ó÷åòà çàêóïîðêè. Â öåëîì, ó÷åò çàêó-
ïîðêè ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ óñòîé÷èâîñòè ðåæèìà ñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè è
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çàìåäëåíèþ êîëåáàòåëüíîé äèíàìèêè ñèñòåìû. Îïðåäåëåíû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè
ðàñïðîñòðàíåííîé â ëèòåðàòóðå ëèíåéíîé MIM ìîäåëè êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò îñàæäåíèå
ïðèìåñè, íî íå ó÷èòûâàåò çàêóïîðêó ñðåäû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (íî-
ìåð ïðîåêòà 20-11-20125).

ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ Ê
ÍÀÊÎÏËÅÍÈÞ ÏÎÂÐÅÆÄÅÍÈÉ Â ÑÌÅØÀÍÍÎÌ ÐÅÆÈÌÅ

ÍÀÃÐÓÆÅÍÈß

Â.Ñ. Êëþ÷àíöåâ, À.Â. Øóòîâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â ðàáîòå ðàçâèò ïîäõîä èíòåãðàëüíîãî òèïà, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü íåëîêàëüíûå
ìîäåëè íàêîïëåíèÿ ïîâðåæä¼ííîñòè â ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ. Èñõîäíàÿ ëîêàëü-
íàÿ ìîäåëü óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíà è ó÷è-
òûâàåò äåãðàäàöèþ ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ïî ìåðå íàêîïëåíèÿ ïî-
âðåæäåíèé [3]. Îäíàêî ñêâîçíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ è ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ òðåùèí ïî èñõîäíîé ëîêàëüíîé ìîäåëè íåâîçìîæíî ïî ïðè÷èíå ïàòàëîãè÷åñêîé
çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè [1]. Ïðîâåä¼ííàÿ â ðàáîòå äåëî-
êàëèçàöèÿ èñõîäíîé ìîäåëè îáîãàùàåò ìîäåëü ïóò¼ì ââåäåíèÿ íîâûõ ïàðàìåòðîâ,
èìåþùèõ ðàçìåðíîñòü äëèíû, à òàêæå äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü ôèçè÷åñêè îñìûñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ðåøèâ ïðîáëåìó ïàòàëîãè-
÷åñêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè
îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé è ðàçðóøåíèÿ ïðè ñìåøàííîé íàãðóçêå
I/II òèïà ïðåäëîæåíû íîâûå ÿäðà äåëîêàëèçàöèè [2]. Óêàçàííûå ÿäðà ÿâíî ó÷èòûâà-
þò íåîäíîðîäíîñòü ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â çîíå ïðåäðàçðóøåíèÿ. Íîâûå
ÿäðà ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà ñåìåéñòâà: stress-based è strain-based. Êðîìå òîãî, ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ äâå ïðîöåäóðû íîðìèðîâêè ÿäåð: ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ ïðîöåäóðà
íîðìèðîâêè íà îñíîâå áàëàíñà â ïðè¼ìíèêå è ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ ïðîöåäóðà
íîðìèðîâêè íà îñíîâå áàëàíñà â èñòî÷íèêå. Â ðåçóëüòàòå ñîçäàí èíñòðóìåíò ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, ïîäõîäÿùèé äëÿ ñêâîçíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷¼òîâ ïðîöåññà íàêîï-
ëåíèÿ ïîâðåæäåíèé è ðàçðóøåíèÿ â ñìåøàííîì ðåæèìå íàãðóæåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêàÿ
ïðèìåíèìîñòü íîâîãî ïîäõîäà äåìîíñòðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ õîðîøî îòêàëèáðîâàí-
íîé ìîäåëè ìàòåðèàëà, à èìåííî, ïóò¼ì ïðîâåäåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà
ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ êîìïàêòíûõ îáðàçöîâ òèïà ¾ðàñòÿæåíèå/ñäâèã¿. Â îòëè÷èå îò
òðàäèöèîííûõ ÿäåð äåëîêàëèçàöèè, îïèñàííûõ â ëèòåðàòóðå [1], íîâûå ñåìåéñòâà
ÿäåð ïðåäëàãàþò äîïîëíèòåëüíûé êàëèáðîâî÷íûé ïàðàìåòð, ïðèãîäíûé äëÿ òî÷íîãî
îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ êîíñòðóêöèé â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äà¼ò âîçìîæíîñòü áîëåå òî÷íî êîíòðîëèðîâàòü ôîðìó ðàñ÷åò-
íîé äèàãðàììû KIc-KIIc.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-19-00514).
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Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäû ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó (êîíòèíóàëüíîìó) îïèñàíèþ
ïðîöåññîâ â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ãåòåðîãåííûõ ñèñòåìàõ � ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ ñó-
ùåñòâóþò íåñêîëüêî ôàç, ðàçäåëåííûõ ìåæôàçíûìè ãðàíèöàìè. Èìåííî íàëè÷èå
ãðàíèö ðàçäåëà îòëè÷àåò ãåòåðîãåííûå ñèñòåìû îò ãîìîãåííûõ. Â êëàññè÷åñêîé òåð-
ìîäèíàìèêå ñâîéñòâà ãðàíèö ðàçäåëà ó÷èòûâàþòñÿ ïðè îïèñàíèè ôàçîâûõ ðàâíî-
âåñèé â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ìíîãîôàçíûõ ñèñòåìàõ è ïðè îïèñàíèè ïîâåðõíîñòíûõ
ÿâëåíèé. Â êîíòèíóàëüíîé òåðìîäèíàìèêå è ìåõàíèêå íà îñíîâå îáùèõ óðàâíåíèé
áàëàíñà ñòðîèòñÿ ñòðîéíàÿ ñèñòåìà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Íàïðèìåð, â [1] íà ïðèìåðå
äâóõôàçíîé ñèñòåìû âûâåäåíû ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îòðàæàþùèå çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ ìàññû, êîìïîíåíòîâ, èìïóëüñà è ýíåðãèè äëÿ ôàç è ãðàíèö ðàçäåëà. Â [2]
íà îñíîâå ëîêàëüíûõ óðàâíåíèé áàëàíñà âûâåäåíû ãëîáàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìíî-
ãîôàçíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû. Óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä [3]
ïîëó÷àþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî îñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ôàç è
ìåæôàçíîé ãðàíèöû. Ïëîùàäü âíóòðåííèõ ãðàíèö ðàçäåëà ââîäèòñÿ ÿâíî êàê äî-
ïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð â [4]. Ðàçíûå âàðèàíòû ìåòîäà ôàçîâîãî ïîëÿ, òàêæå îñ-
íîâàííûå íà òåðìîäèíàìèêå [5], ¾íîâûå¿ ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè ëîêàëüíûõ òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïî ñòåïåíÿì ãðàäèåíòîâ äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ñâÿçûâàþò ñ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé è çàìåíÿþò ãðàíèöû ðàçäåëà ïåðåõîäíîé îáëà-
ñòüþ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí âàðèàíò âûâîäà óðàâíåíèé ôàçîâîãî ïîëÿ äëÿ
ñèñòåìû ñ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè è èçìåíÿþùåéñÿ ïîðèñòîñòüþ. Íà ïðèìåðå ñèñòå-
ìû ñ ìåòàëëîòåðìè÷åñêîé ðåàêöèåé ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè ñðàâíèâàþòñÿ ñ
óðàâíåíèÿìè, ïîñòðîåííûìè â ðàìêàõ ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà No 22-11-
00100, https://rscf.ru/project/22-11-00100/
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Î ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ ÑÊÂÎÇÍÎÃÎ Ñ×ÅÒÀ
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Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ðàçíîñòíûì ñõåìàì ïîâûøåííîé òî÷-
íîñòè TVD [1], Ðóñàíîâà [2] è WENO5 [3] ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé
ìåëêîé âîäû

Ht + qx = 0, qt +
(
q2/H + gH2/2

)
x

= 0, (1)

H(x, 0) =

{
H1, x ≤ 0,
ϕ(x), x > 0,

q(x, 0) = 0, ϕ(x) = 2− 1

π
arctan(x+ 2), H1 = 5. (2)

ïîêàçàíî (ðèñ. 1), ÷òî â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ãëàäêîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ (à èìåííî,
ïåðåä ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïðè x > 4, â îáëàñòè å¼ âëèÿíèÿ ïðè −1.5 < x < 4
è âíóòðè öåíòðèðîâàííîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ ïðè −4 < x < 1.5) ðàçíîñòíûå ñõåìû
ñêâîçíîãî ñ÷¼òà èìåþò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íóþ òî÷íîñòü. Ïðè ýòîì â êàæäîé èç ýòèõ
îáëàñòåé ãëàäêîñòè âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîé òî÷íîñòüþ
âû÷èñëÿþò èíâàðèàíòû w1 = v − c è w2 = v + c ñèñòåìû (1). Äàíî òåîðåòè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå ýòèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðèñ. 1. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ðåøåíèÿ u = (H, q) (òî÷êè) è åãî

èíâàðèàíòîâ w1 (êðóæêè) è w2 (êðåñòèêè) ïðè ðàñ÷¼òå çàäà÷è Êîøè (1), (2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 22-11-00060).
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Àíàëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà ãóêîïîäîáíûõ ìîäåëåé èçîòðîïíûõ ãèïîóïðóãèõ ìàòå-
ðèàëîâ [1] ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè âèäà

τ ] = λ trd I + 2(µ− λ ln J)d, τ [ = λ trd I + 2(µ+ λ ln J)d.

Çäåñü τ � ýéëåðîâ òåíçîð íàïðÿæåíèé Êèðõãîôà; d � ýéëåðîâ òåíçîð ñêîðîñòè äå-
ôîðìàöèé; I � åäèíè÷íûé òåíçîð; J ≡ detF (F � òåíçîð ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè); λ,
µ � ïàðàìåòðû Ëàìå; τ ], τ [ � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñêîðîñòè Îëäðîéäà òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé Êèðõãîôà. Ýòè ìîäåëè ïðèíàäëåæàò íîâîìó ñåìåéñòâó ãóêîïîäîáíûõ ìîäå-
ëåé èçîòðîïíûõ ãèïîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, ñãåíåðèðîâàííîìó â [2] ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñêîðîñòåé èç ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ êîíâåêòèâíûõ ñêîðîñòåé òåíçîðà íàïðÿæåíèé
Êèðõãîôà, ñîãëàñîâàííûõ ñ òåíçîðàìè äåôîðìàöèé, ñãåíåðèðîâàííîãî â [3].

Ïîêàçàíî, ÷òî â îòñóòñòâèè íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
íîâûõ ìîäåëåé ãèïîóïðóãîñòè ÿâëÿþòñÿ çàïèñüþ â ñêîðîñòÿõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-
øåíèé ãèïåðóïðóãîñòè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ Ëàìå λ è µ. Â ýòîì îòíî-
øåíèè íîâûå ìîäåëè ãèïîóïðóãîñòè óëó÷øàþò ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèïî-
óïðóãîñòè ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè âèäà

τ ] = λ trd I + 2µd, τ [ = λ trd I + 2µd,

òàê êàê ïîñëåäíèå îáëàäàþò òàêèì ñâîéñòâîì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð
Ëàìý λ = 0 [3].
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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÊÎÌÏËÅÊÑÀ �×ÀÑÒÈÖÀ-ÏÓÇÛÐ�Ê� Â ÂßÇÊÎÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÐÀÌÊÀÕ ËÀÃÐÀÍÆÅÂÀ ÔÎÐÌÀËÈÇÌÀ

Ñ.À. Êîíäðàòüåâ1, Í.Ï. Ìîøêèí2

1Èíñòèòóò ãîðíîãî äåëà èì. Í.À. ×èíàêàëà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìîòðåíà äèíàìèêà ãàçîâîãî ïóçûðüêà ñ ìèíåðàëüíîé ÷àñòèöåé â ñëàáî âÿç-
êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà è ìèíåðàëü-
íîé ÷àñòèöû ïðåäñòàâëåíà ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Îïèñàíèå äèíàìèêè âîçìóùåíèé ñèñòåìû ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ëàãðàí-
æåâà ôîðìàëèçìà. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà è ïðèêðåï-
ëåííîé ê íåé òâ¼ðäîé öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íîì îáú¼ìå èäåàëüíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Êàïèëëÿðíàÿ ñèëà, óäåðæèâàþùàÿ ÷àñòèöó íà ïóçûðüêå
îáóñëîâëåíà ôîðìîé ïîâåðõíîñòè ìåíèñêà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êîíòàêòíûé óãîë.
Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëûõ
îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ÷àñòèöà-ïóçûðåê. Ðåçóëüòèðóþùåå áåçâèõðå-
âîå ïîëå ñêîðîñòè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ýôôåêò âÿçêîñòè ïðèíèìàÿ â ðàñ÷¼ò ëîêàëüíûå
çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè [1]. Ïîòåíöèàëüíàÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè
êîìïëåêñà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ðÿäà ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà [2].

Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé âòîðîé è òðåòüåé ìîä íà ãåíåðà-
öèþ ðåæèìîâ êîëåáàíèé äðóãèõ ìîä. Ó÷åò èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè îñöèëÿöèé 2-îé ìîäû
íàèáîëåå âàæåí ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè ôëîòîêîìïëåêñà. Íà÷àëüíîå âîçìóùå-
íèå íåñêîëüêèõ ìîä ïîâåðõíîñòíûõ êîëåáàíèé ïóçûðüêà ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì
îñöèëÿöèÿì êîìïëåêñà �÷àñòèöà-ïóçûðåê� è ïîÿâëåíèþ �áèåíèé� ñ óâåëè÷åííûìè
àìïëèòóäàìè íàñòóïàþùåãî êîíòàêòíîãî óãëà. Ðàññìîòðåí ýôôåêò ó÷åòà âÿçêîñòè
æèäêîñòè íà çàòóõàíèå îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé êîìïëåêñà �÷àñòèöà-ïóçûðåê�.
Çàâèñèìîñòü ëîãàðèôìè÷åñêîãî äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ îò ÷èñëà Îíåçîðãå äåìîíñòðè-
ðóåò áîëåå áûñòðîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñî âðåìåíåì ïðè âîçðàñòàíèè
âÿçêîñòè. Âî âðåìÿ êîëåáàíèé êîìïëåêñà �÷àñòèöà-ïóçûðåê�, êîíòàêòíûé óãîë èçìå-
íÿåòñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò óñòîé÷èâîå çàêðåïëåíèå ïåðèìåòðà
òðåõôàçíîãî êîíòàêòà èñêëþ÷èòåëüíî íà ðåáðàõ ÷àñòèöû.
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ÑÕÅÌÀ ÃÎÄÓÍÎÂÀ ÄËß ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÄÂÈÆÅÍÈß ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

À.Ð. Êî÷àðèíà, Ä.Â. ×èðêîâ

Èíñòèòóò òåïëîôèçèêè èì. Ñ.Ñ. Êóòàòåëàäçå ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè, â êîòîðîì â óðàâíåíèå íåðàç-

ðûâíîñòè ââîäèòñÿ ÷ëåí
1

β

∂p

∂t
, ãäå β � êîýôôèöèåíò èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè:


1

β

∂p

∂t
+
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

+
∂u3

∂x3

= 0,

∂ui
∂t

+
3∑
j=1

∂uiuj
∂xj

+
∂p

∂xi
=

3∑
j=1

∂τij
∂xj

.
(1)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé â îòñóòñòâèè âÿçêèõ ÷ëåíîâ.
Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì èñõîäíûõ
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ ïî âðåìå-
íè. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ.
Âïåðâûå äëÿ ðàñ÷åòà ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíè èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Ãîäóíîâà [1], îñíîâàí-
íàÿ íà òî÷íîì ðåøåíèè 1D çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà:

∂Q

∂t
+
∂F(Q)

∂x
= 0, −∞ < x <∞, t > 0,

Q(x, 0) =

{
QL, x < 0,

QR, x ≥ 0,
Q =

(
p

u

)
, F(Q) =

(
βu

u2 + p

)
.

(2)

Äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è Ðèìàíà (2) áûëî âûâåäåíî ñîîòíîøåíèå Ãþãîíèî íà ðàç-
ðûâå è ìåòîäîì (u, p)-äèàãðàìì [2] íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïîòîê íà ãðàíè ÿ÷åéêè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ëîêàëüíî-îäíîìåðíîãî ïîäõîäà. Ðàñ÷¼ò äàâëåíèÿ è íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêî-
ðîñòè un íà ãðàíè ÿ÷åéêè â 3D ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê 1D çàäà÷å î ðàñïàäå ðàçðûâà
(2). Êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè u, v, w íà ãðàíè ÿ÷åéêè âîññòàíàâëèâàþòñÿ ÷åðåç
íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòó un è êàñàòåëüíóþ êîìïîíåíòó, íàéäåííóþ ÷åðåç èçâåñòíûå
ñêîðîñòè ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ñ ó÷åòîì íåðàâíîìåðíîñòè ñåòêè.

Ïîñòðîåííàÿ ñõåìà Ãîäóíîâà áûëà ïðîòåñòèðîâàíà íà ðÿäå äâóìåðíûõ è òðåõìåð-
íûõ çàäà÷. Îíà ïîêàçàëà ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìàìè HLL è Ðîó ñ
MUSCL�èíòåðïîëÿöèåé íà ãðàíü ÿ÷åéêè ñ ó÷åòîì íåðàâíîìåðíîñòè ñåòêè.
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ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ ÂÑÅËÅÍÍÎÉ ÏÐÈ ÐÀÇË�ÒÅ Â ÏÓÑÒÎÒÓ
ÃÎÐß×ÅÉ ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÑÒÈ (HSS)

À.Í. Êðàéêî

Öåíòðàëüíûé èíñòèòóò àâèàöèîííîãî ìîòîðîñòðîåíèÿ èì. Ï.È. Áàðàíîâà, Ìîñêâà

Â óòî÷íåíèå è ðàçâèòèå [1] â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îïèñàíà ìî-
äåëü ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé ñ ðàçë¼òîì â ïóñòîòó HSS ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà áàðè-
îíîâ îáùåé ìàññû m0 è ýíåðãèè E0 = m0c

2. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ëþáîé ñòåïåíè
ðàçîãðåâà HSS (îòíîøåíèè E0 ê ýíåðãèè ïîêîÿ õîëîäíûõ áàðèîíîâ) ðàçëåòàþùèéñÿ
ãàç îñòà¼òñÿ âíóòðè ñôåðû âíåøíåãî ãîðèçîíòà ñîáûòèé (ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà)
HSS. Äàííûå íàáëþäåíèé è èõ îáðàáîòêè ñîâðåìåííûìè êîñìîëîãè÷åñêèìè òåîðè-
ÿìè (NASA) ñ ïîäáèðàåìîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λ < 0 è ñ å¼ íîñèòåëåì �
"ò¼ìíîé ýíåðãèåé" íà ðèñ. 1 äàíû êðåñòàìè. Ðàçìåð êðåñòîâ ñâÿçàí ñ ïîãðåøíîñòÿ-
ìè íàáëþäåíèé è ðàñ÷¼òîâ ïî íèì âðåì¼í æèçíè Âñåëåííîé t0 è ïîñòîÿííîé Õàááëà
H. Áëèçîñòü çîíû êðåñòîâ ñ êðèâîé 1 (ïîëó÷åííîé áåç ýìïèðè÷åñêèõ êîíñòàíò) �
ñâèäåòåëüñòâî íåíóæíîñòè ò¼ìíîé ýíåðãèè.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ñòðóêòóðà ðàçëåòàþùåéñÿ â ïóñòîòó HSS.

Ðèñ. 1. Ñâÿçü H è t0 ïî äàííûì NASA
(êðåñòû) è ïî ôîðìóëàì: H = 978/t0 (1)
è H = 652/t0 (2) � ñëåäñòâèÿì ðåøåíèé
àâòîðà è À. Ôðèäìàíà ñ Λ = 0

Ðèñ. 2. Âíåøíèé (1) è âíóòðåííèé (2)
ãîðèçîíòû ñîáûòèé è ãðàíèöà ñ ïóñòîòîé
(3) Âñåëåííîé, íà÷àâøåé ðàçë¼ò âíóòðè
ñôåðû å¼ ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà

Äîïóñêàÿ ìèð ñ ëþáûì ÷èñëîì âñåëåííûõ � "àòîìîâ" îãðîìíûõ ìàññ, ìîäåëü äå-
ëàåò íåèçáåæíûìè ñáëèæåíèÿ èõ ïàð ñ óñêîðåíèåì äî ñêîðîñòåé, áëèçêèõ ê ñâåòîâîé,
è ñëèÿíèÿìè ñ ïåðåõîäîì â òåïëî îãðîìíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èõ îòíîñèòåëüíî-
ãî äâèæåíèÿ. Ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ âñåëåííûõ, äàæå ñòàâøèõ ÷¼ðíûìè äûðàìè, èõ
õîëîäíûå ñèíãóëÿðíîñòè ïðåâðàòÿòñÿ â HSS. Â èòîãå, äàííàÿ ìîäåëü, íå òîëüêî äå-
ëàåò íåíóæíîé ò¼ìíóþ ýíåðãèþ, íî è ñíèìàåò âîïðîñû î "íà÷àëå" ("Îòêóäà áåðóòñÿ
HSS?").
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ÄÐÎÁÍÛÅ ÀÍÀËÎÃÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÌÎÄÅËÅÉ ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÄÅÔÎÐÌÈÐÓÅÌÛÕ

ÑÐÅÄ

À.À. Êðàñèëüíèêîâà

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Äðîáíîå èñ÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì è ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, â îñîáåííîñòè ïîëèìåðîâ.

Â ëèòåðàòóðå ìàòåìàòè÷åñêèå äðîáíûå ìîäåëè âÿçêîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ îáû÷-
íî çàïèñûâàþò â ôîðìå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà
α ∈ (0, 1) â òåðìèíàõ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòî-
ðûõ òðåáóþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà lim

t→0
Dα−1

0t ε = lim
t→0

F (σ). Çà÷àñòóþ â ïðîöåñåå

ðåøåíèÿ äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ôóíêöèè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ïðèíàä-
ëåæàò êëàññó ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïî÷òè âñþäó ïðè t ∈ (0,+∞) äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì îïåðàòîðîì ê äðîáíîìó èíòåãðèðîâàíèþ, ò.å.
IαatD

α
atf = f(t), åñëè f(t) ∈ Iαat(L), îäíàêî äàëåå îíî îñòàåòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Â äàííîé ðàáîòå áûëè îïðåäåëåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ äðîáíûõ àíàëîãîâ ìî-

äåëåé Ìàêñâåëëà è Ôîéõòà è ïîëó÷åíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëçó÷åñòè
è ðåëàêñàöèè â òåðìèíàõ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Eα1, α2

0t;λ [1]. Íà îñíîâå äðîáíîãî
àíàëîãà ìîäåëè Êåëüâèíà áûë ïîëó÷åí îáðàòíûé ðåçîëüâåíòíûé îïåðàòîð:{

I − λ1E
α, α
0t;λ2

}−1
= I + λ1E

α, α
0t;λ1+λ2

.

Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëþáîé äðîáíîé
ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîé ìîäåëè ñ îäíèì äåìïôåðîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

ε =
1

Ec

{
I + λc1E

α, α
0t;λc2

}
σ, σ = Er

{
I + λr1E

α, α
0t;λr2

}
ε,

ãäå Ec è Er �ìãíîâåííûå ìîäóëè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ñîîòâåòñòâåííî, êîýôôè-
öèåíòû λc1, λ

c
2 è λ

r
1, λ

r
2 õàðàêòåðèçóþò âÿçêîóïðóãîå ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà ïðè ïîë-

çó÷åñòè è ðåëàêñàöèè, à ïîðÿäîê äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ α ∈ (0, 1)
õàðàêòåðèçóåò âÿçêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà.

Ïîëó÷åíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ äðîáíûõ ëèíåéíûõ ìîäå-
ëåé ñ äâóìÿ äåìïôåðàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε =
1

Ec

{
I + λc1E

α1, α2

0t;λc2

}
σ; σ = Er

{
I + λr1E

α1, α2

0t;λr2

}
ε

(
αi ∈ (0, 1), i = 1, 2

)
.

Âûïîëíåí ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç ðàññìîòðåííûõ äðîáíûõ ìîäåëåé.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÔÎÊÓÑÈÐÎÂÊÀ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÕ ÂÎËÍ, ÃÅÍÅÐÈÐÓÅÌÛÕ
ÃÎÐÈÇÎÍÒÀËÜÍÛÌÈ ÊÎËÅÁÀÍÈßÌÈ ÑÅÃÌÅÍÒÀ ÒÎÐÀ Â

ËÈÍÅÉÍÎ ÑÒÐÀÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ñ.À. Êóäðÿøîâà, Í.Ä. Øìàêîâà

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåõàíèçìîâ ïåðåìåøèâàíèÿ ñòðàòèôèêàöèè â îêåàíå ÿâëÿåòñÿ
ôîêóñèðîâêà âíóòðåííèõ âîëí, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé àìïëèòóäà âîëí óâåëè÷èâàåòñÿ
â 2 ðàçà, è ïðîèñõîäèò èõ îïðîêèäûâàíèå [1, 2]. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷å-
ñêèå èññëåäîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîé ôîêóñèðîâêè âíóòðåííèõ âîëí ãîðèçîíòàëüíûìè
êîëåáàíèÿìè òîðà ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [3, 4, 5].

Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëåé
âíóòðåííèõ âîëí, ãåíåðèðóåìûõ ãîðèçîíòàëüíûìè êîëåáàíèÿìè ñåãìåíòà òîðà. Ýêñ-
ïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü â ðåçåðâóàðå èç îðãñòåêëà, çàïîëíåííîãî ëèíåéíî ñòðàòèôè-
öèðîâàííîé æèäêîñòüþ. Äëÿ ðåãèñòðàöèè äàííûõ áûë èñïîëüçîâàí PIV ìåòîä.

Ïîêàçàíî, ÷òî ôîêóñèðîâêà âîëí èìååò ìåñòî äàæå ïðè êîëåáàíèè 1/4 òîðà. Ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðèåé, îäíàêî ïðè óìåðåííûõ àì-
ïëèòóäàõ êîëåáàíèé â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàåòñÿ ãåíåðàöèÿ âòîðè÷íîãî ïîòîêà â çîíå
ôîêóñèðîâêè, ðàñïðîñòðàíÿþùåãî ãîðèçîíòàëüíî â íàïðàâëåíèè îò òîðà â ñèëó àñèì-
ìåòðè÷íîñòè çàäà÷è. Îñîáîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó âîëí â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîñòðîåíû ÷àñòîòíî âðåìåííûå äèàãðàììû äëÿ ðàçëè÷íûõ
ðåæèìîâ êîëåáàíèÿ òîðà, à òàêæå âûïîëíåí àíàëèç ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ïðè ïîìîùè
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà.
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ÐÀÇÐÓØÅÍÈÅ ÝÁÎÍÈÒÎÂÛÕ ÁÀËÎÊ ÏÐÈ ÀÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÌ
×ÅÒÛÐÅÕÒÎ×Å×ÍÎÌ ÈÇÃÈÁÅ

Ä.À. Êóçíåöîâ, Â.Ä. Êóðãóçîâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Âîçíèêíîâåíèå òðåùèí â ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé â òå÷åíèå ñðîêà èõ ñëóæáû îáó-
ñëîâëåíî äåãðàäàöèåé ìàòåðèàëà ëèáî íàëè÷èåì ñêðûòûõ äåôåêòîâ. Ïðè ýêñïëóàòà-
öèè êîíñòðóêöèÿ òåðÿåò ñâîþ ïåðâîíà÷àëüíóþ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü è âûõîäèò èç
ñòðîÿ ïðè çíà÷èòåëüíî áîëåå íèçêèõ âíåøíèõ íàãðóçêàõ. Êàê ïðàâèëî, ðàçðóøåíèå
êîíñòðóêöèè âñëåäñòâèå ðîñòà èìåþùèõñÿ â íåé òðåùèí ïðîèñõîäèò ïðè ñìåøàííîì
íàãðóæåíèè. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îáðàçåö ýêñöåíòðè÷íîé áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ êðàåâîé òðåùèíîé, ïîäâåðãíóòûé àñèììåòðè÷íîìó ÷åòûðåõ-
òî÷å÷íîìó íàãðóæåíèþ. Èçìåíÿÿ ïîëîæåíèå òðåùèíû îòíîñèòåëüíî öåíòðà áàëêè
óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âåñü äèàïàçîí ñìåøàííûõ ìîä ðàçðóøåíèÿ I+II, âêëþ÷àÿ ÷èñòóþ
I è ÷èñòóþ II ìîäû. Ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû èíòåí-
ñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïî I è II ìîäàì ðàçðóøåíèÿ, à òàêæå T -íàïðÿæåíèÿ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ áàëêè è óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ. Âàðüèðîâàëèñü
äëèíà òðåùèíû, ïîëîæåíèå òðåùèíû îòíîñèòåëüíî öåíòðà áàëêè è äëèíà êîðîòêîãî
ïðîëåòà. Ïðîâåäåí àíàëèç èçâåñòíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ T -íàïðÿæåíèé. Â áëè-
æàéøåì ê âåðøèíå òðåùèíû ýëåìåíòå íàáëþäàþòñÿ ñèëüíûå îñöèëëÿöèè ñìåùåíèé,
êîòîðûå íå óïîìèíàþòñÿ â ëèòåðàòóðå, ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ T -íàïðÿæåíèé ñ
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé òî÷íîñòüþ ïðåäëîæåíî âû÷èñëÿòü èõ ïî ñìåùåíèÿì, îò-
ñåêàÿ áëèæàéøèå ê âåðøèíå òðåùèíû 3-4 óçëà. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ âÿçêîñòè ðàçðóøåíèÿ ýáîíèòà â ñìåøàííîì ðåæèìå. Äëÿ êàæäîãî òèïà
íàãðóæåíèÿ è ãåîìåòðèè áûëè èñïûòàíû 3-5 îäèíàêîâûõ îáðàçöîâ. Èñïûòàíèÿ ïðî-
âîäèëèñü ïðè ñòàòè÷åñêîé íàãðóçêå äî ïîëíîãî ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ. Âî âñåõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ ôèêñèðîâàëèñü óãîë èíèöèàöèè òðåùèíû è êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà. Äëÿ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ êàê íàïðàâëåíèÿ ðàçðóøåíèÿ, òàê è êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè èñïîëü-
çîâàëèñü 5 êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ: îáîáùåííûé êðèòåðèé ìàêñèìàëüíûõ îêðóæíûõ
íàïðÿæåíèé (GMTS), ðàñøèðåííûé êðèòåðèé ìàêñèìàëüíûõ îêðóæíûõ äåôîðìà-
öèé (EMTSN), îáîáùåííûé êðèòåðèé ïëîòíîñòè ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ (GSED),
îáîáùåííûé êðèòåðèé ìàêñèìàëüíûõ îêðóæíûõ îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé (MTAS),
êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè îñâîáîæäåíèÿ óïðóãîé ýíåðãèè (MERR). Ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷å-
íèé êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ñ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì. Ïîãðåøíîñòü â îïðåäåëåíèè óãëà
èíèöèàöèè òðåùèíû, íå ïðåâûøàåò 5%. Ó÷èòûâàÿ õîðîøóþ ñîãëàñîâàííîñòü è ñîîò-
âåòñòâèå ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè êðèòåðèåâ
ðàçðóøåíèÿ, îáðàçåö àñèììåòðè÷íîãî ÷åòûðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðóøåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà â òåõíè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ,
íàïðèìåð òàêèõ, êàê îðãñòåêëî, ýáîíèò, ãåòèíàêñ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-19-00514).
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ÌÀÃÍÈÒÍÛÅ ÔÈËÀÌÅÍÒÛ: ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ, ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
È ÎÁÐÀÒÍÎÅ ÂËÈßÍÈÅ

Å.À. Êóçíåöîâ1,2, Å.À. Ìèõàéëîâ3

1Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Ï. Í. Ëåáåäåâà ÐÀÍ, Ìîñêâà
2Ñêîëêîâñêèé èíñòèòóò íàóêè è òåõíîëîãèé, Ìîñêâà
3Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Êàê èçâåñòíî, ìàãíèòíûå ïîëÿ â êîñìîñå ðàñïðåäåëåíû âåñüìà íåîäíîðîäíî. Èíî-
ãäà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé èìåþò ôîðìó ôèëàìåíòîâ ñ âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ. Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå íàáëþäåíèÿ, òàêàÿ ôèëàìåíòàöèÿ
èìååò ìåñòî â êîíâåêòèâíûõ ÿ÷åéêàõ Ñîëíöà è äðóãèõ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
Ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñ âìîðîæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäó ñ âûñîêîé ïðîâî-
äèìîñòüþ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñæàòèþ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ è îáðàçîâàíèþ
ìàãíèòíûõ ôèëàìåíòîâ. Àíàëèòè÷åñêè íà îñíîâå îáùåãî àíàëèçà ïîêàçàíî, ÷òî ìàã-
íèòíîå ïîëå óñèëèâàåòñÿ â îáëàñòÿõ íèñõîäÿùèõ ïîòîêîâ êàê â äâóìåðíûõ, òàê è â
òðåõìåðíûõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷åéêàõ. Ýòè îáëàñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äëÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ èãðàþò ðîëü ñâîåîáðàçíîãî àòòðàêòîðà. Ýòîò àíàëèç áûë ïîäòâåðæäåí ÷èñ-
ëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì äëÿ 2D êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê â âèäå âàëîâ. Áåç äèññèïàöèè
ìàãíèòíîå ïîëå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî âî âðåìåíè è íå çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ñòî-
ðîí ãîðèçîíòàëüíîãî è âåðòèêàëüíîãî ìàñøòàáà ÿ÷åéêè. Óâåëè÷åíèå çà ñ÷åò ñæàòèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âûñîêîïðîâîäÿùåé ïëàçìå íàñûùàåòñÿ èç-çà åñòåñòâåííîãî îãðà-
íè÷åíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ äèññèïàòèâíûìè ýôôåêòàìè, êîãäà ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà
ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò ïîðÿäîê êîðíÿ îò ìàãíèòíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Rm. Äëÿ
ñîëíå÷íîé êîíâåêòèâíîé çîíû ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðåâûøàåò
ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ìàãíèòíîé ýíåðãèè êàê ìèíèìóì íà äâà ïîðÿäêà, ÷òî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü êèíåìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè ÌÃÄ. Êðîìå
òîãî, â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó íèñõîäÿ-
ùèå ïîòîêè âëèÿþò íà ôîðìèðîâàíèå ìàãíèòíûõ íèòåé, äåëàÿ èõ áîëåå ïëîñêèìè ñ
îðèåíòàöèåé âäîëü ãðàíèö ðàçäåëà êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê.

Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 19-72-30028.

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÏÎÒÅÐÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ ÏÓÀÇÅÉËÅÂÑÊÈÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

ÏÎËÈÌÅÐÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ë.È. Êóòêèí, Á.Â. Ñåìèñàëîâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Èçâåñòíî, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè, ëàìèíàðíûå òå÷åíèÿ
âÿçêîóïðóãèõ ðàñòâîðîâ è ðàñïëàâîâ ïîëèìåðîâ ìîãóò òåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ïðàêòè-
÷åñêè ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, Re, [1]. Ýòîò ýôôåêò,
ñâÿçàííûé ñ óïðóãèìè ñâîéñòâàìè ïîëèìåðîâ, ïðè íàëè÷èè èçîãíóòûõ ëèíèé òîêà
ìîæíî îáúÿñíèòü äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùåé öåíòðîáåæíîé ñèëû íà ìîëåêóëû ïîëè-
ìåðà [2]. Îäíàêî ìåõàíèçì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé òèïà Ïóàçåéëÿ è Êóýòòà ñ
ïðÿìûìè ëèíèÿìè òîêà ïðè ìàëûõ è óìåðåííûõ Re äî íåäàâíèõ ïîð îñòàâàëñÿ ïëîõî
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èçó÷åííûì. Ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ [3, 4], ïðîâåä¼ííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåçîñêîïè-
÷åñêîé ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè Ïîêðîâñêîãî�Âèíîãðàäîâà [5], ïîçâîëèëè ïðîäâèíóòü-
ñÿ â ïîíèìàíèè ýòîãî ìåõàíèçìà è äàòü åãî äåòàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå. Â
÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü â ïðîöåññå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìåõàíèêè èãðàþò ðàçìåð è îðèåíòàöèÿ ìàêðîìîëåêóë ïîëèìåðíîé æèäêîñòè,
ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè � îñîáûå òî÷êè ðåøåíèé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé.

Â ðàáîòå ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëè èç [3, 4] è íîâûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ èññëåäî-
âàí ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ òå÷åíèÿ ïîëèìåðíîé æèäêîñòè â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå.
Îáíàðóæåíû äâà ðåæèìà: â ïåðâîì íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè ñõî-
äÿòñÿ ê ñòàöèîíàðíûì, âî âòîðîì íàáëþäàåòñÿ ðàñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ.
Â ðàáîòå äàíà ÷èñëåííàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ðàñõîäèìîñòü îáóñëîâëåíà
íàëè÷èåì ó ðåøåíèÿ îñîáîé òî÷êè; ïîñòðîåíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îñîáîé òî÷êè â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âïëîòü äî å¼ âûõîäà íà ãðàíèöó êàíàëà; èññëåäîâàíî âëèÿíèå
ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà ïîëîæåíèå òðàåêòîðèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñî-
ãëàøåíèå ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ � 075-15-2022-281.
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À.Ã. Êó÷óìîâ

Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ íåèíâàçèâíîé äèàãíîñòèêè â ñîâðåìåííîé õèðóðãèè, ìàòåìà-
òè÷åñêèõ è êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ñî âñå âîçðàñòàþùåé ñòåïåíüþ òî÷íî-
ñòè îïèñûâàòü áèîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â îðãàíèçìå. Äàííîå îáñòî-
ÿòåëüñòâî ïîâûøàåò âîçìîæíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ñîâåðøåíñòâîâàíèè èìåþ-
ùèõñÿ è ðàçðàáîòêå íîâûõ ïåðñîíàëèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè è ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ ëå÷åíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùèì-
ñÿ èíñòðóìåíòîì â ðåøåíèè èíæåíåðíûõ è ìåæäèñöèïëèíàðíûõ çàäà÷. Ìåäèöèíà
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ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îáëàñòåé, ãäå ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé
íåîáõîäèìî. Îäíèì èç âàæíûõ àñïåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðèìåíåíèÿ ìåòî-
äîâ áèîìåõàíèêè è âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè â ðåøåíèè àêòóàëü-
íûõ çàäà÷ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé õèðóðãèè (ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ êðîâè äëÿ îöåíêè
ýôôåêòèâíîñòè øóíòèðîâàíèÿ ïðè àîðòî-ëåãî÷íîì àíàñòîìîçå ó äåòåé ñ âðîæäåí-
íûì ïîðîêîì ñåðäöà, îöåíêà ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé â àîðòàëüíîì êëàïàíå
â íîðìå è ïðè ïàòîëîãèè, ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ êðîâè ïðè ñòåíòèðîâàíèè).

Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ êðîâè äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè øóíòèðîâàíèÿ ïðè
àîðòî-ëåãî÷íîì àíàñòîìîçå ó äåòåé ñ âðîæäåííûì ïîðîêîì ñåðäöà. Íà îñíîâå èçîá-
ðàæåíèé ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè áûëà ïîñòðîåíà ñèñòåìà �àîðòà� ïóëü-
ìîíàðíàÿ àðòåðèÿ�øóíò� äëÿ àíàëèçà ãåìîäèíàìèêè ó äåòåé ñ âðîæäåííûì ïîðîêîì
ñåðäöà. Êðîâü ðàññìàòðèâàëàñü êàê íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áû-
ëè ïîëó÷åíû èç óëüòðà-çâóêîâûõ èçìåðåíèé. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìîäåëü
òå÷åíèÿ êðîâè ¾àîðòà�øóíò�ëåãî÷íàÿ àðòåðèÿ¿. Áûë ïîëó÷åí íàáîð ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáðàçîâ ó ÷åòûðåõ ïàöèåíòîâ äëÿ ïîñëåäóþùåãî èìïîðòà â êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ðå-
øàòåëü ANSYS CFX ñ öåëüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãåìîäèíàìèêè. Àíàëèçèðîâàëèñü òðè
âàðèàíòà óñòàíîâêè ìîäèôèöèðîâàííîãî øóíòà Blalock�Taussig ñ ïîìîùüþ ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé (ïðèñòåíî÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæå-
íèÿ, îñðåäíåííûå çà ñåðäå÷íûé öèêë ïðèñòåíî÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, èí-
äåêñ êîëåáàíèé êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ). Áûëî
âûÿâëåíî, ÷òî âàðèàíòû ôîðìèðîâàíèÿ øóíòà äîëæíû áûòü èíäèâèäóàëüíû, ò.å.
ó÷èòûâàòü àíàòîìî-ôèçèîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè êîíêðåòíîãî ïàöèåíòà. Îòìå÷åíà
íåñèììåòðè÷íîñòü êðîâîòîêà â ëåãî÷íûõ àðòåðèÿõ â ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ èìïëàíòà-
öèè øóíòà. Òàêæå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè ãåìîäèíàìè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ìîäèôèöèðîâàííîãî øóíòà Blalock�Taussig.
Îáúåêòèâèçèðîâàííûé è ïåðñîíàëèçèðîâàííûé ïîäõîä ê îñîáîìó ëå÷åíèþ êàæäîãî
êîíêðåòíîãî ïàöèåíòà ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü äåòñêóþ ñìåðòíîñòü è óëó÷-
øèòü êà÷åñòâî ðåàáèëèòàöèè.

Îöåíêà ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé â àîðòàëüíîì êëàïàíå â íîðìå è ïðè ïà-
òîëîãèè. Â ðàáîòå ïðîâåäåí àíàëèç èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ
òóðáóëåíòíûõ ïðîöåññîâ: ïðè ïîìîùè ìåòîäà êðóïíûõ âèõðåé è íà îñíîâå ìîäå-
ëåé òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè. Ðåøàëàñü îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à íà èäåàëèçèðîâàííîé
òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå äàííûõ ñíèìêîâ ÓÇÈ è ëèòåðàòóðíî-
ãî îáçîðà. Çàäà÷à ðåøàëàñü â ðàìêàõ FSI ïîäõîäà ïðè ïîìîùè ïðîãðàììíîãî ïàêåòà
COMSOL Multiphysics. Ïîòîê êðîâè ìîäåëèðóåòñÿ íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèä-
êîñòüþ ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ è âÿçêîñòüþ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áèîìåõàíè÷åñêî-
ãî ïîâåäåíèÿ ñòâîðîê àîðòàëüíîãî êëàïàíà â íîðìå ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü àíèçîòðîï-
íîé ãèïåðóïðóãîñòè Õîëüöàïôåëÿ-Ãàññåðà-Îãäåíà. Ïàòîëîãè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñòâî-
ðîê àîðòàëüíîãî êëàïàíà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíî óïðóãîé ìîäåëüþ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ïîñòàíîâêà âêëþ÷àåò óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà ñ óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè, óðàâíåíèÿ
äëÿ îïèñàíèÿ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè. Òàêæå çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ
òâåðäîãî òåëà. Ñèñòåìà çàìûêàåòñÿ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå
óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ æèäêîñòè è òâåðäîãî òåëà. Íà âõîäå â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü çà-
äàåòñÿ ïðîôèëü ñêîðîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ íà âûõîäå èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
èñïîëüçóåòñÿ äâóõýëåìåíòíàÿ ìîäåëü Âèíäåêåññåëÿ, â êîòîðóþ â êà÷åñòâå âõîäíûõ
äàííûõ ïðèíèìàåòñÿ ïðîôèëü ñêîðîñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îïèñûâàþò èçìå-
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íåíèÿ îñíîâíûõ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé: ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, ïðèñòåíî÷íûõ
êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è èíäåêñà êîëåáàíèé êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Òàêæå ïðî-
âåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ çíà÷åíèé êèíåòè÷åñêîé è òóðáóëåíòíîé êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ìåæäó äâóìÿ ìîäåëÿìè òóðáóëåíòíîñòè è ñîñòîÿíèåì â íîðìå è ïðè
ïàòîëîãèè.

Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ êðîâè ïðè ñòåíòèðîâàíèè. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâ-
ëÿåòñÿ îöåíèòü âëèÿíèå ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ àðòåðèè, áëÿøêè è ñòåíòà íà
ýôôåêòèâíîñòü ñòåíòèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè àíàëèçà ïàðàìåòðîâ êàê íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê è ãåìîäèíàìèêè. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ¾àðòåðèÿ � áëÿøêà - ñòåíò¿. Ïðè ýòîì
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ: àäâåíòèöèÿ � âíåøíèé ñëîé,
ìåäèà � ñðåäíèé ñëîé, áëÿøêà è ñòåíò. Ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñëîåâ àðòåðèè îïè-
ñûâàëèñü ñ ïîìîùüþ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè Îãäåíà. Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè
îäíîñòîðîííåãî è äâóñòîðîííåãî àëãîðèòìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ æèäêîñòè è òâåðäîãî
òåëà áûëè íàéäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

×àñòü ðàáîòû âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÌÈÃ-2024 (ïðîåêò: Òåõíîëîãèè
äëÿ ïåðñîíàëèçèðîâàííîãî ëå÷åíèÿ àîðòàëüíîãî êëàïàíà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè TAVI
- îò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äë àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà êàðêàñîâ èç ñïëàâîâ ñ
ïàìÿòüþ ôîðìû)

ÇÀÄÀ×À Î ÊÎÍÒÀÊÒÅ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ
ÊÈÐÕÃÎÔÀ�ËßÂÀ Ñ ÍÀÊËÎÍÍÛÌ ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈÅÌ

Í.Ï. Ëàçàðåâ

Ñåâåðî-Âîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ßêóòñê

Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ïëàñòèí èññëåäîâàíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ñì., íàïðèìåð,
[1]. Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êîíòàêòó ïëàñòèí ñ âåðòèêàëü-
íûìè ïðåïÿòñòâèÿìè, ãðàíèöà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõ-
íîñòè ñ îáðàçóþùèìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñðåäèííûì ïëîñêîñòÿì ïëàñòèí [2, 3] è
äð. Âìåñòå ñ òåì, ñëó÷àé ïëàñòèí, êîíòàêòèðóþùèõ ñ íàêëîííûìè ïðåïÿòñòâèÿìè
ïî âåðõíèì (íèæíèì) êðîìêàì, ÿâëÿåòñÿ ìàëî èçó÷åííûì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ
íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîíòàêò íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû
ñ íàêëîííûì íåäåôîðìèðóåìûì ïðåïÿòñòâèåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëàñòèíà èìååò
îáúåìíîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå. Íà ÷àñòè ãðàíèöû çàäàþòñÿ óñëîâèÿ âîçìîæíîãî êîí-
òàêòà ñ íåäåôîðìèðóåìûì ïðåïÿòñòâèåì, íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãðàíèöû � óñëîâèÿ
çàêðåïëåíèÿ. Äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Íàéäåíà
ýêâèâàëåíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èñõîäíîé âàðèàöè-
îííîé. Èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ñåìåéñòâå çàäà÷ ñ ðàçíîé äëèíîé êîíòàêò-
íîé çîíû. Óñòàíîâëåíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà,
ïðè ñòðåìëåíèè äëèíû êîíòàêòíîé çîíû ê íóëþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 24-21-00081).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÄÅÐÆÀÍÈß ÏËÀÇÌÛ
Â ÑÏÈÐÀËÜÍÎÌ ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ È ÀÍÀËÈÇ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ

×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Ã. Ã. Ëàçàðåâà, È.Ï. Îêñîãîåâà

Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ èì. Ïàòðèñà Ëóìóìáû, Ìîñêâà

Ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà ïëàçìû â ñïèðàëüíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå, îñíîâàííàÿ íà ñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè ïåðåíîñà ïëàçìû â àêñèàëüíî-
ñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå[1]. Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà âðàùàþùåéñÿ ïëàçìû äâèæåíèå ìàã-
íèòíûõ âîçìóùåíèé èìååò êîìïîíåíòó ñêîðîñòè, ñîíàïðàâëåííóþ ñ ìàãíèòíûì ïî-
ëåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåäàâàòü èìïóëüñ çàïåðòûì ÷àñòèöàì[2]. Ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó
ïðîë¼òíûìè è çàïåðòûìè ÷àñòèöàìè îáåñïå÷èâàþò ýôôåêòèâíóþ ñèëó, äåéñòâóþ-
ùóþ íà ïëàçìó â öåëîì è ñïîñîáñòâóþùóþ âîçâðàòó èîíîâ â îáëàñòü óäåðæàíèÿ. Â
îáëàñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öåíòðàëüíîé ÷àñòè óñòàíîâêè ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ ñòàöè-
îíàðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïëàçìû. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî
ñ óâåëè÷åíèåì ïðîèçâîäíîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ãëóáèíû
ãîôðèðîâêè íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò ïèí÷åâàíèÿ (óìåíüøåíèÿ ñðåäíåãî ðàäèóñà) ïëàç-
ìåííîé ñòðóè, ïðîÿâëÿþùèéñÿ è â ýêñïåðèìåíòå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåò-
ñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè èíòåãðàëüíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê âåùåñòâà îò ãëóáèíû ãîôðèðîâêè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, äèôôóçèè è ïîòåíöèàëà
ïëàçìû. Â äàëüíåéøåì îïèñàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ ðàáîòû äåéñòâóþùèõ è ïðîåêòèðóåìûõ óñòàíîâîê äëÿ óäåðæàíèÿ ïëàçìû â
âèíòîâîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Âåðèôèêàöèÿ êîäîâ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûõ íà èñïîëü-
çîâàíèè ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, ñîñòîèò â ïðîâåäåíèè òåñòà íà ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Òî÷íîå
ðåøåíèå íåîáõîäèìî äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé îöåíêè îøèáêè äèñêðåòèçàöèè, âëèÿþùåé
íà ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òåñòîâ äëÿ êîäîâ,
îñíîâàííûõ íà PIC-ìåòîäå íà îñíîâå óæå ñóùåñòâóþùèõ êà÷åñòâåííûõ ðåøåíèé íà
êîìïàêòíîì íîñèòåëå. Ðàññìîòðåíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ è ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ðàçðàáîòàíû è àïðîáèðîâàíû òåñòû ñ
àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Â õîäå ðàñ÷åòîâ íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ àíàëèçèðîâàëèñü
÷èñëåííûé øóì, ñîõðàíåíèå çàðÿäà è êîëåáàíèå ýíåðãèè, ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà.
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Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ìåãàãðàíò
ñîãëàøåíèå � 075-15-2022-1115).
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(Al-Cu-Mg) ÍÀ ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈÅ ÓÑÒÀËÎÑÒÈ

À.Þ. Ëàðè÷êèí, Ê.Â. Çàõàð÷åíêî

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ôîðìîîáðàçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé èç ãàáàðèòíûõ
ïàíåëåé â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü òåõíîëîãè÷íîñòü è òî÷íîñòü
èçãîòîâëåíèÿ çàãîòîâîê äëÿ ýëåìåíòîâ ôþçåëÿæà ñàìîëåòà, åãî îïåðåíèÿ èëè êðûëà,
à òàêæå ïîçâîëÿåò ôîðìîâàòü îòâåòñòâåííûå óçëû, èñêëþ÷èâ ïðèìåíåíèå õîëîäíîé
øòàìïîâêè è êëåïêè, êîòîðûå ñíèæàþò óñòàëîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Àâòîðàìè ðàáîòû ïðîâåäåíû èñïûòàíèÿ íà ïîëçó÷åñòü è óñòàëîñòü íà ãëàäêèõ
îáðàçöàõ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. Â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè ïðè òåìïåðàòóðå îòæèãà T =
420◦C ìîäåëèðîâàëñÿ ïðîöåññ ôîðìîîáðàçîâàíèÿ ãàáàðèòíîé ïàíåëè èç ñïëàâà ÀÊ4 ñ
ïîñëåäóþùèì âîññòàíîâëåíèåì ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, ïóòåì òåðìè÷åñêîé
îáðàáîòêè (ÒÎ).

Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü ÷èñëà öèêëîâ äî ðàçðóøåíèÿ îò ïðåäâàðèòåëüíîé äåôîðìàöèè
ïîëçó÷åñòè (à) è ïðåäâàðèòåëüíûõ íàãðóçîê (á): 1 � èñõîäíûå îáðàçöû; 2 � âîññòà-
íîâëåííûå îáðàçöû ïîñëå ðàñòÿæåíèé â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè
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Îáðàçöû èç ñïëàâà ÀÊ4 ðàñòÿãèâàëèñü äî äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè â äèàïàçîíå
ε = 0, 74 . . . 3, 5%, à çàòåì ïîäâåðãàëèñü òåðìè÷åñêîé îáðàáîòêå â ñîîòâåòñòâèå ñ ïðî-
èçâîäñòâåííîé èíñòðóêöèåé. Äàëåå îáðàçöû ñ âîññòàíîâëåííûìè ñâîéñòâàìè, ïîñëå
ÒÎ, ïîäâåðãàëèñü èñïûòàíèþ íà óñòàëîñòü, êîòîðîå ïðîâîäèëîñü ïðè îòíóëåâîì öèê-
ëè÷åñêîì íàãðóæåíèè, ñ êîýôôèöèåíòîì àñèììåòðèè R = 0. Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿ-
æåíèå öèêëà áûëî îöåíåíî ïðè ïîìîùè ìåòîäèêè, îïèñàííîé â [1], è ñîñòàâëÿëî
σmax = 240. Ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòîâ íà ïîëçó÷åñòü îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû äàííî-
ãî ìàòåðèàëà äëÿ êëàññè÷åñêîãî çàêîíà Áîéëà-Íîðòîíà.

Ðåçóëüòàòû óñòàëîñòíûõ èñïûòàíèé ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò óðîâíè äåôîðìà-
öèé ïîëçó÷åñòè, ïðè êîòîðûõ ïðåäåë îãðàíè÷åííîé âûíîñëèâîñòè âîññòàíîâëåííûõ
îáðàçöîâ íå ñòàíîâèòñÿ íèæå, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè îáðàçöàìè (ñì. Ðèñ 2).
Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò âûðàáîòàòü ðåêîìåíäàöèè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãè÷å-
ñêîãî öèêëà ¾ôîðìîîáðàçîâàíèå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè � òåðìè÷åñêàÿ îáðàáîòêà¿
ïðè èçãîòîâëåíèè çàãîòîâîê äåòàëåé ñàìîëåòîâ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõñëîéíîå êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå æèäêîñòè è ãàçà â ãîðèçîí-
òàëüíîì êàíàëå ñ òâåðäûìè íåïðîíèöàåìûìè âåðõíåé è íèæíåé ñòåíêàìè. Ãðàíèöà
ðàçäåëà ñðåä ïîëàãàåòñÿ íåäåôîðìèðóåìîé. Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ôèçè÷åñêèõ è
ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà òå÷åíèÿ â ñèñòåìå ½æèäêîñòü � ãàç� ïîñòðîåíî
òî÷íîå ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ Îñòðîóìîâà � Áèðè-
õà [1, 2, 3]. Íà òåðìîêàïèëëÿðíîé ãðàíèöå ðàçäåëà ó÷èòûâàþòñÿ ýôôåêòû òåïëî-
è ìàññîïåðåíîñà. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â äâóõêîìïîíåíòíîì âåðõíåì ñëîå
ñèñòåìû, ñîñòîÿùåì èç ãàçà è ïàðîâ æèäêîñòè, ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå ýôôåêòû
òåðìîäèôôóçèè è äèôôóçèîííîé òåïëîïðîâîäíîñòè, à òàêæå çàäàí ðàñõîä ãàçà. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà,
à òàêæå óðàâíåíèè äèôôóçèè äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåíîñà ïàðà â ãàçîïàðîâîì ñëîå. Íà
òâåðäûõ âåðõíåé è íèæíåé ñòåíêàõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ ñêîðîñòè, çà-
äàíî ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà íèæíåé ãðèíöå ñèñòåìû. Ðàñññìàòðè-
âàþòñÿ ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ïàðà íà âåðõíåé ñòåíêå
êàíàëà. Íà òåðìîêàïèëëÿðíîé ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè ôóíêöèè
ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû, çàäàíû êèíåìàòè÷åñêîå è äèíàìè÷åñêîå óñëîâèÿ, óñëîâèå
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ïåðåíîñà òåïëà ñ ó÷åòîì ýôôåêòà Äþôóðà è óñëîâèå áàëàíñà ìàññ ñ ó÷åòîì ýôôåêòà
Ñîðå. Êîíöåíòðàöèÿ íàñûùåííîãî ïàðà âû÷èñëÿåòñÿ èñõîäÿ èç ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèé
Ìåíäåëååâà-Êëàïåéðîíà è Êëàïåéðîíà-Êëàóçèóñà [3].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà òèïà ½ýòàíîë � âîçäóõ�. Èçó÷åíî âëè-
ÿíèå ðàñõîä ãàçà, òîëùèíû æèäêîãî ñëîÿ è òåïëîâîé íàãðóçêè íà ãðàíèöàõ ñèñòåìû.
Ïðåäñòàâëåíû ñëó÷àè ñìåíû ðåæèìîâ òå÷åíèÿ, à òàêæå ïðîöåññîâ êîíäåíñàöèè è èñ-
ïàðåíèÿ ëåãêîé æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ âûñîòû íèæíåãî ñëîÿ ñèñòåìû è
ïðîäîëüíûõ ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöàõ ñèñòåìû îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå
âëèÿíèå íà õàðàêòåð òå÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 22-11-00243, https://rscf.ru/project/22-11-00243/).
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à àíòèïëîñêîãî ñäâèãà òåðìîóïðóãîãî êîìïî-
çèòà, ïðîøèòîãî àðìèðóþùèìè íèòÿìè. Èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà ñîäåðæèò äâà ìàëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðà δ è ε, õàðàêòåðèçóþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, òîëùèíó íèòè
è ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè íèòÿìè. Òàêæå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îò δ è ε çàâèñÿò òåðìî-
ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòíîãî òåëà, ÷òî îçíà÷àåò èõ êîíòðàñòíîñòü è
ñëåäîâàòåëüíî ñèëüíóþ íåîäíîðîäíîñòü êîìïîçèòíîãî òåëà. Èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ñíà÷àëà ïàðàìåòðà δ, à çàòåì ïà-
ðàìåòðà ε. Îáà ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäà ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî îáîñíîâàíû. Ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ïðè δ → 0 áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé òåõíèêè, ðàçâèòîé â
ðàáîòàõ Å. Ì. Ðóäîãî è À. È. Ôóðöåâà (ñì., íàïðèìåð, [1]), è â ðåçóëüòàòå ïðèâîäèò
ê êîððåêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñòàòèêè äëÿ êîìïîçèòà, ïðîøèòîãî
ìíîæåñòâîì ðàâíîóäàë¼ííûõ äðóã îò äðóãà (íà ðàññòîÿíèå ε) è ïàðàëëåëüíûõ äðóã
äðóãó ïðÿìîëèíåéíûõ òîíêèõ (ò.å. îäíîìåðíûõ) òåðìîóïðóãèõ íèòåé. Ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ïðè ε→ 0 âûðàæàåò ñîáîé ïðîöåäóðó ãîìîãåíèçàöèè. Ýòîò ïåðåõîä îñíîâàí
íà ïðèìåíåíèè ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè Àëëåðà�Íãóåòñåíãà
è íà âåðñèè ýòîãî ìåòîäà äëÿ ñõîäèìîñòè íà òîíêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ [2].
Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïðåäåëüíîé óñðåäí¼ííîé ìîäåëè àíòèïëîñêîãî



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 97

ñäâèãà êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà. Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíîé.
Îíà ïîñòàâëåíà íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì ìàñøòàáå, ò.å. íà õàðàêòåðíîì ìàñøòàáå âñåãî
êîìïîçèòíîãî òåëà, íà êîòîðîì áîëåå íå òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå êàæäîãî
îòäåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, íî äà¼òñÿ ýôôåêòèâíîå ñðåäíåå òåðìîìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå
âñåãî êîìïîçèòíîãî òåëà â öåëîì. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé ïðî-
âîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé ñìåùåíèé è òåìïåðàòóðû.

Â öåëîì, ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùå-
íèåì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3] ñî ñëó÷àÿ îäíîðîäíîé ñâÿçóþùåé ìàòðèöû íà ñëó÷àé
êîìïîçèòíîé ñâÿçóþùåé ìàòðèöû. Ïîä ñâÿçóþùåé ìàòðèöåé ïîäðàçóìåâàåòñÿ òåëî
êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà çà âû÷åòîì àðìèðóþùèõ íèòåé.
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Ïðåäëîæåíî ðàçâèòèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ë.È. Ñåäîâà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ. Îáñóæäàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïðèðîäà ñâîéñòâ ñèììåò-
ðèè è àíòèñèììåòðèè òåíçîðîâ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïî îòíîøåíèþ ê ìóëüòèèíäåêñàì,
õàðàêòåðèçóþùèì íåçàâèñèìûå àðãóìåíòû áèëèíåéíûõ ôîðì â âàðèàöèîííîé ôîð-
ìóëèðîâêå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáðàòèìûõ ïðîöåññîâ
òåíçîðû ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ìóëüòèèíäåêñîâ. Íàîáîðîò, äëÿ íåîáðàòèìûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ òåíçîðû
ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ àíòèñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ìóëüòèèíäåêñîâ
è îïðåäåëÿþò íåèíòåãðèðóåìóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìó. Ñôîðìóëèðîâàííûé âàðèà-
öèîííûé ïðèíöèï ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äèññèïàòèâíûå ìîäåëè, äîáàâëÿÿ ê ñôîðìó-
ëèðîâàííîìó ëàãðàíæèàíó íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî êàíàëîâ äèññèïàöèè. Êàíàëàìè
äèññèïàöèè íàçâàíû íåèíòåãðèðóåìûå âàðèàöèîííûå ôîðìû, ëèíåéíûå ïî âàðèàöè-
ÿì àðãóìåíòîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè Äàðñè,
Íàâüå-Ñòîêñà è Áðèíêìàíà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëè÷íûì íàáîðîì
êàíàëîâ äèññèïàöèè. Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíà âàðèàöèîííàÿ ìî-
äåëü ïðîöåññîâ òåïëîïåðåäà÷è. Óðàâíåíèÿ çàêîíîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëó÷åíû êàê
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óðàâíåíèÿ ñîâìåñòèìîñòè ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ ââåäåííîãî òåïëîâîãî ïîòåíöèàëà èç
ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ òåìïåðàòóðû è òåïëîâîãî ïîòîêà. Ñôîðìóëèðîâàíû
çàêîíû Ôóðüå, Ìàêñâåëëà-Êàòòàíåî, îáîáùåííûå çàêîíû òåïëîïðîâîäíîñòè Ãàåðà-
Êðóìõàêñà è Äæåôôðè. Òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæå-
íèÿ âîçìîæíîé ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé íà âàðèàöèÿõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îò òåðìè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïî àíàëîãèè ñ ìåõàíèêîé ñïëîøíûõ ñðåä, ãäå âíóòðåííèå óñèëèÿ
ñîâåðøàþò âîçìîæíóþ ðàáîòó íà âàðèàöèÿõ äåôîðìàöèé. Óðàâíåíèÿ çàêîíîâ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé òåïëîîáìåíà ïîëó÷åíû êàê óðàâíåíèÿ ñîâ-
ìåñòíîñòè ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ òåðìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èç óðàâíåíèé îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé äëÿ òåìïåðàòóðû è òåïëîâîãî ïîòîêà. Âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîçâîëÿ-
åò ôîðìóëèðîâàòü ñîãëàñîâàííûé ñïåêòð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â êàæäîé íåîñîáåííîé
òî÷êå ïîâåðõíîñòè. Êðîìå òîãî, äëÿ êðàåâîé çàäà÷è ïî âðåìåíè âàðèàöèîííûé ïðèí-
öèï îïðåäåëÿåò ïàðû àëüòåðíàòèâíûõ óñëîâèé â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ìîìåíòàõ
âðåìåíè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà.
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÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó âîçáóæäåíèþ âîëí Ôàðàäåÿ, êîãäà ÷àñòîòà
âîçáóæäàåìûõ âîëí ðàâíà ïîëîâèíå ÷àñòîòû âèáðàöèé. Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíû ðå-
çîíàíñíûå êîëåáàíèÿ ñôåðè÷åñêîé êàïëè æèäêîñòè (ãàçîâîãî ïóçûðüêà) â æèäêîñòè
îòëè÷àþùåéñÿ ïëîòíîñòè â âèáðàöèîííîì ïîëå íåàêóñòè÷åñêîé ÷àñòîòû. Îòìå÷àþò-
ñÿ, õîòÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåâîçìîæíî âûâåñòè íåïîñðåäñòâåííî óðàâíåíèå
òèïà óðàâíåíèÿ Ìàòüå äëÿ âîçìóùåíèé, ïîëó÷åííàÿ êàðòà óñòîé÷èâîñòè, òèïè÷íàÿ
äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íàáëþäàåòñÿ ñâîåîáðàçíûé
ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ìàòüå, ÷àñòîòà âíåø-
íåãî âîçäåéñòâèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, íî, â îòëè÷èå îò óðàâíå-
íèÿ Ìàòüå, ýòè ÷àñòîòû ðàçëè÷íû, îíè ñîîòâåòñòâóþò ñîñåäíèì ìîäàì ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ òèïè÷íà äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñâÿçàííûõ ñè-
ñòåì [2]. Ó÷åò âÿçêîé äèññèïàöèè â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà, ïðèâîäèò
ê äâóì ýôôåêòàì. Âî-ïåðâûõ, âîçáóæäåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðèîáðåòàåò
ïîðîãîâûé õàðàêòåð. Êðîìå òîãî, ïðîèñõîäèò âÿçêèé ñäâèã ÷àñòîòû. Àíàëèç ðåçóëü-
òàòîâ ïîêàçûâàåò ïàðàäîêñàëüíîå âëèÿíèå âÿçêîñòè, âûðàæàþùååñÿ â ðàñøèðåíèè
îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïðè ó÷åòå áåñêîíå÷íî ìàëîé âÿç-
êîñòè. Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû âèáðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âîçáóæäåíèÿ ðå-
çîíàíñà ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà ðåçîíàíñíîé ìîäû, òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå
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ïðîñòî âîçáóæäàåòñÿ ðåçîíàíñ, ïðè êîòîðîì âçàèìîäåéñòâóþò âòîðàÿ è òðåòüÿ ìî-
äû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé ïóçûðüêà
â æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì âèáðàöèé ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî ðåçîíàíñà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ôîðìû è óñëîâèÿ åãî âîçáóæäåíèÿ. Àíàëèç
ýâîëþöèè ðàçëè÷íûõ ìîä êîëåáàíèé ôîðìû ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî àìïëèòóäû
âòîðîé è òðåòüåé ãàðìîíèê âîçðàñòàþò ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç ñîîòâåòñòâó-
þùåé îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Ýòè ãàðìîíèêè äîñòèãàþò
áîëüøèõ çíà÷åíèé, ïîêà ïóçûðåê íå äîñòèãàåò ñòåíêè, çàòåì îíè ðåçêî óìåíüøàþòñÿ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Lyubimov D. V., Lyubimova T. P., Cherepanov A. A. Resonance oscillations of a drop
(bubble) in a vibrating �uid. J. Fluid Mech. 2021, Ò. 909, Ñ.A18.

2. Schmidt G. Parameterregte Schwingungen. Web Deutcher Verlag der Wissenschaften,
1975.

ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß Ê ÍÓËÞ ÇÀ ÊÎÍÅ×ÍÎÅ ÂÐÅÌß
ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Í.À. Ëþëüêî

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â ïîëóïîëîñå Π = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t < ∞} ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ
çàäà÷à äëÿ íåàâòîíîìíîé êâàçèëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂tuj + Aj(x, t, u)∂xuj +
n∑
k=1

Bjk(x, t, u)uk = 0, 0 < x < 1, t > 0, 1 ≤ j ≤ n, (1)

ãäå n ≥ 2 è 0 ≤ m ≤ n - öåëûå ÷èñëà è u = (u1, ..., un) -íåèçâåñòíàÿ âåùåñòâåííàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Aj è Bjk - ãëàäêèå ôóíêöèè è Aj äëÿ âñåõ
(x, t) ∈ Π è âñåõ Θ = (θ1, ..., θn) ∈ Rn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Aj(x, t,Θ) ≥ Λ0, 1 ≤ j ≤ m, Aj(x, t,Θ) ≤ −Λ0, m+ 1 ≤ j ≤ n,

äëÿ íåêîòîðîãî Λ0>0. Äëÿ ðåøåíèÿ u = u(x, t) ñèñòåìû (1) ïðè t = 0 çàäàþòñÿ
èçâåñòíûå íà÷àëüíûå äàííûå

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (2)

è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå u óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì îòðàæåíèÿ

uout(t) = Puin(t), t ≥ 0. (3)

Çäåñü uout(t) = (u1(0, t), . . . , um(0, t), um+1(1, t), . . . , un(1, t)), uin(t) = (u1(1, t), . . . , um(1, t),
um+1(0, t), . . . , un(0, t)), à P = (pjk) � ïîñòîÿííàÿ n × n ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà
Pabs íèëüïîòåíòíà, òî åñòü

(Pabs)
n = 0, ãäå Pabs = (|pij|)i,j=1,...,n. (4)
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Â [1] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ðàñïàâøåéñÿ (Bjk = 0, j 6= k), òî
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4) âñå ãëàäêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè
íóëþ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, íå çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ϕ. Åñëè æå ñèñòåìà (1)
íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïàâøåéñÿ, òî óñëîâèå (4) ãàðàíòèðóåò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñòðîãî
ãèïåðáîëè÷åñêîé çàäà÷è (1)-(3) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè
èìåíè Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎÐÀÍ (ïðîåêò � FWNF -2022-0008).
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Ñäâèãîâûå òå÷åíèÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè, îáóñëîâëåííûå ðåëüåôîì äíà
è ïåðåïàäîì ïëîòíîñòè, øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ïðèðîäå è èíäóñòðèàëüíûõ ïðèëî-
æåíèÿõ. Â òàêèõ òå÷åíèÿ ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ ðàçíîîáðàçíûå âîëíîâûå ñòðóêòóðû
è ñëîè ñìåøåíèÿ âñëåäñòâèå ðàçâèòèÿ ñäâèãîâîé íåóñòîé÷èâîñòè. Èçó÷åíèå õàðàê-
òåðíûõ îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ è òðàíñôîðìàöèè âíóòðåííèõ âîëí ïðè îá-
òåêàíèè ëîêàëüíûõ ïðåïÿòñòâèé ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì èíòåíñèâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ è
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îðèãèíàëüíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè óðàâíå-
íèé òðåõñëîéíîé ìåëêîé âîäû ñ ó÷åòîì òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, ðàçðàáîòàíû
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãåíåðàöèè è îáðóøåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí â íåîäíîðîäíîé
æèäêîñòè íàä íåðîâíûì äíîì [1, 2]. Â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Îïðåäåëåíû
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé è ñôîðìóëèðîâàíû ïîíÿòèÿ äîêðèòè÷åñêîãî
(ñâåðõêðèòè÷åñêîãî) òå÷åíèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ôîðìèðîâàíèè ñëîÿ ñìåøåíèÿ
â äâóõñëîéíîì ñäâèãîâîì òå÷åíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ðàçíîñòè ñêîðî-
ñòåé ñîíàïðàâëåííûõ ïîòîêîâ ðåàëèçóåòñÿ ìîíîòîííûé, ëèáî âîëíîâîé ñòàöèîíàðíûé
ñëîé ñìåøåíèÿ. Âûïîëíåíî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè äàííûìè. Ïðåäëîæåíà óïðîùåííàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé çàêîí âîâëå÷åíèÿ æèäêîñòè
èç âíåøíèõ ñëîåâ â âèõðåâóþ ïðîñëîéêó çàäàåòñÿ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ. Ïîêàçàíî,
÷òî ìîäåëü ïðèìåíèìà äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåìåøèâàíèÿ è ðàñùåïëåíèÿ ïîòîêà â ãëóáî-
êîâîäíûõ òå÷åíèÿõ, à òàêæå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âíóòðåííèõ ãèäðàâëè÷åñêèõ ïðûæ-
êîâ [3]. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïðîöåññîâ ïåðåìåøèâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåí
íà ñëó÷àé ñëîèñòûõ íåãèäðîñòàòè÷åñêèõ òå÷åíèé. Ýòî ïîçâîëèëî óòî÷íèòü ïîëó÷åí-
íóþ â [4] ìîäåëü äèíàìèêè âíóòðåííèõ âîëí áîëüøîé àìïëèòóäû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-41-00090).
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Êàëüöèò (CaCO3) èçâåñòåí êàê îäèí èç òèïè÷íûõ ìèíåðàëîâ â îñàäî÷íûõ ïîðîäàõ
íà ïîâåðõíîñòÿõ Çåìëè è äðóãèõ ïëàíåò. Ïðèñóòñòâèå êàðáîíàòîâ ñ÷èòàåòñÿ ñâèäå-
òåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ æèäêîé âîäû, êîòîðàÿ áûëà îáíàðóæåíà â ÷åðåäóþùèõñÿ
ñëîÿõ âîäíûõ ìèíåðàëîâ è ãëèíèñòûõ ìèíåðàëîâ íà ïîâåðõíîñòè Ìàðñà. Îñîáåííî
ìíîãî êàðáîíàòîâ ñóùåñòâîâàëî â âèäå ìîðñêèõ îòëîæåíèé íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.
Ðåàêöèè êàëüöèòà â ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ íåîáõîäèìû äëÿ ïîíèìàíèÿ ñîîòíîøå-
íèÿ C/O çâåçä ñ ýêçîïëàíåòàìè, äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ àòìîñôåðû
âáëèçè çâåçä. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîâåäåíèå êàëüöèòà ïðè óäàðíî-âîëíîâîì íàãðóæå-
íèè âàæíî äëÿ ïîíèìàíèÿ ðåàêöèé, âûçâàííûõ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì,
òàêèõ êàê ïëàâëåíèå, ðàçëîæåíèå è èîíèçàöèÿ, ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî-
êà îãðàíè÷åíû [1].

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ óäàðíî-âîëíîâîãî íà-
ãðóæåíèÿ êàëüöèòà âûïîëíåíî â ïðåäñòàâëåíèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíîé ìî-
äåëè [2, 3]. Ïîñòðîåíî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ äâóõ ôàç êàëüöèòà. Íåäîñòàþùèå
ïàðàìåòðû ïîëó÷åíû íà îñíîâàíèè ñîîòâåòñòâèÿ äàííûì ýêñïåðèìåíòîâ. Ïîñòðîå-
íû óäàðíûå àäèàáàòû îáåèõ ôàç â äèàïàçîíå çíà÷åíèé äàâëåíèÿ îò 1 äî 1000 ÃÏà.
Ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ äàííûìè ïîëó-
÷åííûìè íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòîâ è ðàñ÷åòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Ïðåäñòàâëåííûå
ðåçóëüòàòû ïî êàëüöèòó äàþò îñíîâó äëÿ ðàññìîòðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ â ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ, ãäå ìîäåëüíûå ðàñ÷åòû â íàñòîÿùåå âðåìÿ
äåìîíñòðèðóþò çíà÷èòåëüíîå ðàçíîîáðàçèå [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ,
FWGG�2021�0006�2.3.1.2.7.
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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÍÀÊÀ×ÊÀ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÂÎËÍ

Ä.Â. Ìàêàðîâ1, À. Â. Ñëþíÿåâ1,2, Å.Í. Ïåëèíîâñêèé1,2

1Òèõîîêåàíñêèé îêåàíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.È. Èëüè÷åâà ÄÂÎ ÐÀÍ,
Âëàäèâîñòîê
2Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ôèçèêè ÐÀÍ, Íèæíèé Íîâãîðîä

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà âîëí, îïèñûâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèì íåëè-
íåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà

i
∂A

∂τ
+

1

ν2

∂2A

∂y2
+ |A|2A = α(y, τ), (1)

ãäå α(y, τ) � êîððåëèðîâàííûé ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó àääèòèâíûé øóì. Ïî-
âåäåíèå ðåøåíèé (1) êà÷åñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íåëèíåéíîñòüþ è
äèñïåðñèåé. Ýòî ñîîòíîøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ èíäåêñîì Áåíäæàìèíà-Ôåéðà

BFI = ν

√
W (τ)

σk(τ)
, (2)

ãäå

W =
1

L

∫ 〈
|A(y, τ)|2

〉
dy, (3)

σ2
k =

∫
< k2|Ã(k, τ)|2 > dk∫
< |Ã(k, τ)|2 > dk

. (4)

Çäåñü L � ðàçìåð ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, à ˜A(k, τ) � Ôóðüå-îáðàç îò ðåøåíèÿ (1)

Ã(k, τ) =
1

L

∫
A(y, τ)e−iky dy. (5)

Â äîêëàäå ïîêàçàíî, ÷òî øóì ïðèâîäèò ê ðîñòó ýíåðãèè âîëíîâîãî ïîëÿ íà ìàëûõ âðå-
ìåíàõ, ñ ïîñëåäóþùèì äîñòèæåíèåì íàñûùåíèÿ, à òàêæå ê ëèíåéíîìó ðîñòó øèðèíû
ñïåêòðà ñî âðåìåíåì. Ñî÷åòàíèå ýòèõ äâóõ ïðîöåññîâ ïðèâîäèò ê ñïàäàíèþ èíäåêñà
Áåíäæàìèíà-Ôåéðà è, êàê ñëåäñòâèå, ïîäàâëåíèþ ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ìåãàãðàíòà 075-15-2022-1127
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ÑÍÈÆÅÍÈÅ ÂÛÑÎÒÛ ÂÎËÍÛ ÖÓÍÀÌÈ ÏÎÄÂÎÄÍÛÌ
ÁÀÐÜÅÐÎÌ

Àí. Ã. Ìàð÷óê1, Ì.Þ. Øàäðèí2

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ
ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Îäíèì èç ñïîñîáîâ çàùèòû îò àòàêè öóíàìè ÿâëÿþòñÿ ìàññèâíûå âåðòèêàëüíûå
ñòåíû, âîçâåä¼ííûå âîêðóã ïîðòîâ èëè ïîïåð¼ê âõîäà â áóõòû. Âî âðåìÿ ñèëüíûõ
öóíàìè òàêèå ñòåíû, âîçâûøàþùèåñÿ íàä âîäîé, ÷àñòî îïðîêèäûâàþòñÿ è íå âû-
ïîëíÿþò ñâîåé ôóíêöèè. Êàòàñòðîôè÷åñêîå öóíàìè 11 ìàðòà 2011 ãîäà ó ñåâåðî-
âîñòî÷íîãî ïîáåðåæüÿ ßïîíèè ðàçðóøèëî áîëüøèíñòâî òàêèõ ñîîðóæåíèé â ýòîé
çîíå. Â ýòîì ïëàíå çàòîïëåííûé âåðòèêàëüíûé áàðüåð ÿâëÿåòñÿ áîëåå óñòîé÷èâûì,
õîòÿ îí â ìåíüøåé ñòåïåíè ãàñèò ïðîõîäÿùóþ íàä íèì âîëíó öóíàìè.

Íà îñíîâå ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ äëèííîé âîëíû ñäåëàíà îöåíêà âûñî-
òû âîëíû ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ åþ çàòîïëåííîãî âåðòèêàëüíîãî áàðüåðà è ñôîðìóëèðî-
âàíû âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ðåàëèçóþùèå ÷àñòè÷íîå îòðàæåíèå öóíàìè îò
òàêèõ ñîîðóæåíèé. Ðåçóëüòàòû ìîäåëüíûõ ðàñ÷¼òîâ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ èçìåðåíè-
ÿìè âûñîò ïðîõîäÿùèõ íàä ïîäâîäíûìè áàðüåðàìè âîëí ïðè ëàáîðàòîðíîì ìîäåëè-
ðîâàíèè â ãèäðîôèçè÷åñêîì ëîòêå [1]. Òàêîãî ðîäà çàùèòíûå ñîîðóæåíèÿ ñïîñîáíû
çàäåðæèâàòü äî 45% ýíåðãèè âîëíû öóíàìè, óìåíüøàÿ ïðè ýòîì âûñîòó öóíàìè íà
25%.

Òàêæå ïðîâåäåíû ðàñ÷¼òû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû öóíàìè â áóõòàõ â ðåãèîíå
Ñàíðèêþ (ßïîíèÿ) ñ íàëè÷èåì âèðòóàëüíîãî ïîäâîäíîãî áàðüåðà. Äëÿ ðàçëè÷íîé âû-
ñîòû ïîäâîäíîé ñòåíêè (îòíîñèòåëüíî ãëóáèíû) íàéäåíà âûñîòà âîëíû îêîëî íåêîòî-
ðûõ ó÷àñòêîâ áåðåãîâîé ëèíèè áóõòû. Ñðàâíåíèå ýòèõ âûñîò ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïðè îòñóòñòâèè áàðüåðà ïîêàçûâàåò îñëàáëÿþùèé ýôôåêò íàëè÷èÿ çàùèò-
íîãî ñîîðóæåíèÿ òàêîãî òèïà. Ïðè ýòîì ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî
ïðè ïîìîùè çàùèòíûõ ñòåíîê äîáèâàòüñÿ ñíèæåíèÿ âûñîòû öóíàìè äî íóëÿ. Äîñòà-
òî÷íî ñíèçèòü àìïëèòóäó âîëíû ó áåðåãà íà 20 � 30 ïðîöåíòîâ äëÿ ñóùåñòâåííîãî
ñíèæåíèÿ óùåðáà îò ýòîãî ñòèõèéíîãî áåäñòâèÿ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
1. Ôðèäìàí À.Ì., Àëüïåðîâè÷ Ë.Ñ., Øåìåð Ë., Ïóñòèëüíèê Ë., Øòèâåëüìàí Ä.,
Ìàð÷óê Àí. Ã., Ëèáåðçîí Ä. Î ïîäàâëåíèè âîëíû öóíàìè ïîäâîäíûìè áàðüåðàìè.
Óñïåõè Ôèçè÷åñêèõ Íàóê. 2010. Ò. 180. �8. Ñ. 843�850.
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ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÒÅ×ÅÍÈß ÏÐÈ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ ÑÌÅÑÈ
×ÅÐÅÇ ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÛÉ ÔÈËÜÒÐ ÏÐÎÒÈÂ ÑÈËÛ ÒßÆÅÑÒÈ

Á.Ñ. Ìàðûøåâ1, Ë.Ñ. Êëèìåíêî1,2, Í.Â. Êîë÷àíîâ1,2

1Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ ÐÀÍ, Ïåðìü
2Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîíâåêòèâíîé óñòîé÷èâîñòè îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè ïîðèñòîé ñðåäû. Òå÷åíèå âîçíèêàåò ïðè òðàíñïîðòå ïîðöèè òÿæå-
ëîé ïðèìåñè ÷åðåç ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü ñíèçó ââåðõ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
áûëà èñïîëüçîâàíà â ýêñïåðèìåíòå [1] ãäå íàáëþäàëîñü âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷è-
âîñòè. Ìåæäó ãîðèçîíòàëüíûìè ãðàíèöàìè çàäà¼òñÿ ïîñòîÿííûé ïåðåïàä äàâëåíèÿ,
íà âåðõíåé ãðàíèöå óñëîâèå ñâîáîäíîãî ïðîòåêàíèÿ, à íà íèæíåé ãðàíèöå çàäàííûé
ïîòîê ïðèìåñè çàâèñÿùèé îò âðåìåíè. Âåðòèêàëüíûå ãðàíèöû ñ÷èòàþòñÿ íåïðîíè-
öàåìûìè (cì. ðèñóíîê). Ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Ðåëåÿ-Òåéëîðà íà
íèæíåì ôðîíòå. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè Äàðñè-Áóññèíåñêà òðàíñïîðò ïðè-
ìåñè îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ íåëèíåéíîé MIM (Mobile-Immobile Media) ìîäåëè [2].

x

y

L

H

g

P=p  ,
u

P=p  ,b

u

¶ /¶C x=0

J u=F(t)

Ïîëó÷åíû è îáñóæäåíû çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî âðåìåíè îò ïàðàìåòðîâ òðàíñ-
ïîðòà. Ñðàâíåíèå òàêîãî âðåìåíè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòè è ìîäåëü ïðîöåññà ïåðåíîñà àäåêâàòíû èçó÷àåìîé çàäà-
÷å. Ïîêàçàíî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü íîñèò àáñîëþòíûé õàðàêòåð. Íà íèæíåì ôðîíòå
êîíöåíòðàöèîííîãî èìïóëüñà ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü Ðåëåÿ-Òåéëîðà. Ïðè ÷åì
âðåìÿ ðàçâèòèÿ âñåãäà ìåíüøå âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ èìïóëüñà ÷åðåç îáëàñòü. Èññëå-
äîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà õàðàêòåðíîå âðåìÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷è-
âîñòè. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñïîñîáû óâåëè÷åíèÿ ýòîãî âðåìåíè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (íî-
ìåð ïðîåêòà 20-11-20125).
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Î ÂÛÐÀÆÅÍÈÈ ÑÊÀËßÐÍÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ
×ÅÐÅÇ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ

È Î ÑÂßÇßÕ ÌÅÆÄÓ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀÌÈ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ
ÏÎËß

À.Ã. Ìåãðàáîâ1,2, Å.À. Ëåâèíà2

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ
ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

1. Â [1] èçó÷åíà ãðóïïà Ëè G10 ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà (x, y, z, t, u1 = u,
u2 = n2). Îíà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà |gradu|2 =
n2(z, y, z), ãäå u � ïîëå âðåìåí, n � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ. Îäíèì èç åå äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ (ÄÈ) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà R = 2{∆ lnn2 +
| grad lnn2|/4}/n2 ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé dl2 = n2(dx2 + dy2 + dz2). Â [1]
ïîëó÷åíî âûðàæåíèå R ÷åðåç äðóãèå ÄÈ ìåòîäîì ïîäáîðà. Â äîêëàäå íàéäåíî, ÷òî
ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî òîæäåñòâà T (v) =
S(τ ), ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v = |v|τ ∈ C1(D) ñ ìîäóëåì
|v| 6= 0 â D è íàïðàâëåíèåì τ = v/|v| [3, ï. 5.1.2], â ñëó÷àå v = gradu. Çäåñü è
íèæå T (v) = grad ln |v|+ { rotv × v − v div v}/|v|2, S(τ ) = rot τ × τ − τ div τ , D �
íåêîòîðàÿ îáëàñòü â E3.

2. Ïóñòü τ (x, y, z) � ïîëå åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â D, óäîâëåòâîðÿþùåå íåêîòîðûì
îáùèì óñëîâèÿì [3, � 9.1], {Lτ} � ñåìåéñòâî åãî âåêòîðíûõ ëèíèé Lτ , (τ ,ν,β), k
è κ � áàçèñ Ôðåíå, êðèâèçíà è êðó÷åíèå êðèâûõ Lτ . Ïîëó÷åíû íîâûå ôîðìóëû,
ñâÿçûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè âåêòîðíûõ ïîëåé, èçâåñòíûå â ãåîìåòðèè âåêòîðíîãî
ïîëÿ è âåêòîðíîì àíàëèçå [2], � ïîëå S(τ ) = rot τ × τ − τ divτ (ïðèñîåäèíåííûõ
âåêòîðîâ ê ïîëþ τ ), ïîëå P âåêòîðà êðèâèçíû ïîëÿ τ , âåëè÷èíó íåãîëîíîìíîñòè
ρ = (τ ·rot τ ) ïîëÿ τ è ëàïëàñèàí ∆τ . Â [3] ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå âèäà P = rotR∗,
ãäå R∗ = κτ + kβ + β div ν − ν divβ. Îñíîâíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä: rotS(τ ) =
grad ρ+{2P −∆τ}×τ , îòêóäà ñëåäóåò íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ P . Èç íèõ íàéäåíû íîâûå
äèôôåðåíöèàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (çäåñü τ = gradu/n,
ρ = 0), ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà (τ = v/|v|, v � ñêîðîñòü) è äð.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ È ÂËÀÃÎÎÁÌÅÍÀ Â
ÁÐÎÍÕÈÀËÜÍÎÌ ÄÅÐÅÂÅ ×ÅËÎÂÅÊÀ

À.Å. Ìåäâåäåâ, Ï.Ñ. Ãîëûøåâà

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à
ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåïëîìàññîïåðåíîñà â ëåãêèõ ÷åëîâåêà. Ïðî-
âåäåíû òðåõìåðíûå ðàñ÷åòû ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëà è âëàæíîñòè âäûõàåìîãî âîçäóõà
â áðîíõèàëüíîì äåðåâå. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ðà-
íåå àâòîðàìè àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ëåãêèõ ÷åëîâåêà ïî ÷èñëåííîé ìåòîäèêå ïî-
ýòàïíîãî ðàñ÷åòà [1]. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî òåïëîîáìåíó â
ëåãêèõ ïîêàçàëî, ÷òî ìîäåëü äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò èçìåíåíèå òåìïåðàòó-
ðû âîçäóõà ïî äëèíû áðîíõèàëüíîé âåòêè. Ðàññìîòðåí ïðîöåññ äûõàíèÿ ðàçîãðåòîé
ãåëèé-êèñëîðîäíîé ñìåñüþ. Ýòà ñìåñü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ëå÷åíèÿ áîëüíûõ ñ áðîí-
õèàëüíîé àñòìîé è COVID-19. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîíèæåíèå òåìïåðàòóðû ðàçîãðåòîé
ãåëèé-êèñëîðîäíîé ñìåñè â ëåãêèõ ÷åëîâåêà ïðîèñõîäèò áûñòðåå, ÷åì äëÿ ðàçîãðåòî-
ãî âîçäóõà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî òåðìè÷åñêèé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ
íå âî âñåì áðîíõèàëüíîì äåðåâå ÷åëîâåêà, à òîëüêî â âåðõíèõ îòäåëàõ áðîíõîâ.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (ðèñ. 1 (à)
� [2] è ðèñ. 1 (á) � [3]) ïî èçìåðåíèþ òåìïåðàòóðû âäûõàåìîãî âîçäóõà â ëåãêèõ ÷åëî-
âåêà. Çäåñü ïðåäñòàâëåíû ñðåäíèå ïî ñå÷åíèþ áðîíõà çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû âîçäóõà
â çàâèñèìîñòè îò äëèíû áðîíõèàëüíîãî ïóòè (ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû ãðàíèöû ïî-
ãðåøíîñòè èçìåðåíèé). Âèäíî, ÷òî óêàçàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî õîðîøî
îïèñûâàòü òåïëîîáìåí â ëåãêèõ ÷åëîâåêà.

(à) (á)
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÂÎËÍ Â
ÑËÓ×ÀÉÍÎÌ ÂÎËÎÊÎÍÍÎÌ ËÀÇÅÐÅ

Ñ.Á. Ìåäâåäåâ1, Á. Â. Ñåìèñàëîâ1,2,3

1Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð èíôîðìàöèîííûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ
òåõíîëîãèé, Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
3Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìîäåëü è ïðîâåä¼í ðàñ÷¼ò íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ âçàèìîäåé-
ñòâèé â ñëó÷àéíûõ âîëîêîííûõ ëàçåðàõ ñ ó÷¼òîì äåéñòâèÿ íàñûùàþùåãîñÿ ïîãëî-
òèòåëÿ [1, 2]. Èç îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó, ê êîòîðîìó äëÿ ó÷¼òà
öèêëè÷íîñòè íàêà÷êè è ïîòåðü ýíåðãèè äîáàâëåíû íåèíòåãðèðóåìûå ÷ëåíû, ïîëó÷å-
íà ñèñòåìà èç äâóõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ âîëíîâûõ êîððåëÿòîðîâ âòîðîãî è
÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêîâ � ôóíêöèé nk = n(k, t), Jk123 = J(k, k1, k2, k3, t):

∂nk
∂t

= 2gknk + 2Im
∫

(γ + iκ)Jk123δ(k + k1 − k2 − k3)dk1dk2dk3, (1)

∂

∂t
Jk123 = i (λ∗k + λ∗1 − λ2 − λ3) Jk123 + 2iγ [nkn2n3 + n1n2n3 − nkn1n2 − nkn1n3] +

+ 2κ [nkn2n3 + n1n2n3 + nkn1n2 + nkn1n3] + 8κ Jk123

∫
n4dk4.

(2)

Çäåñü t � âðåìÿ, k, k1, k2, k3 � âîëíîâûå ÷èñëà, nj = n(kj, t), j = 1, 4, λk = ωk + igk(E),
ωk � ÷àñòîòà âîëíû, gk = gk(E) îïèñûâàåò íàêà÷êó è ïîòåðè ýíåðãèè E = E(t),
γ � ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè Êåððà, κ � ïàðàìåòð ìîäóëÿöèè âîëí [2], δ � äåëüòà-

ôóíêöèÿ Äèðàêà, ω = ωk = βk2, β > 0, E(t) =
∞∫
0

n(ω, t)dω, ãäå n(ω, t) = n(
√
ω/β, t).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå (1), (2) ñòàíäàðòíîå äëÿ òåîðèè âîëíîâîé òóðáóëåíòíîñòè
ïðåäïîëîæåíèå î ñëàáîé íåëèíåéíîñòè (ñì. [3], � 6.3) íå èñïîëüçîâàíî.

Äëÿ ñèñòåìû (1), (2) ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â âèäå ñóì-
ìû ñîëèòîíà è øóìà è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì å¼ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè èíòåãðàëîâ èñïîëüçîâàíû èäåè èç [4], à äëÿ èòåðàöèé ïî âðåìåíè ñîçäàí
íîâûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïîëèíîìèàëüíûõ è äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ áàðèöåí-
òðè÷åñêèõ èíòåðïîëÿöèÿõ çàâèñèìîñòåé íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé îò âðåìåíè. Â äîêëàäå
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî óøèðåíèÿ ñïåêòðà èñõîäíîãî
ñîëèòîíà ïîä öèêëè÷åñêèì äåéñòâèåì íàêà÷êè è ïîòåðü ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â ëàçåðå.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 22-11-
00287, https://rscf.ru/project/22-11-00287/
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ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÃÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ Â ËÀÃÐÀÍÆÅÂÛÕ

ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ

Ñ.Â. Ìåëåøêî, Å.È. Êàïöîâ

Suranaree University of Technology, Nakhon Ratchasima, Thailand

Ðàññìîòðåíû ñèììåòðèè, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è ãðóïïîâûå ðàññëîåíèÿ äâóìåðíûõ
ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ìàññîâûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.
Ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ äîïîëíåíà óñëîâèÿìè
(â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ) íåçàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè è ýíòðîïèè îò âðå-
ìåíè. Â ðåçóëüòàòå ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé âûäåëÿþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:
èçýíòðîïè÷åñêèé è íåèçýíòðîïè÷åñêèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî äîïóñòèìûå
àëãåáðû Ëè äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ îòëè÷àþòñÿ îò àëãåáð Ëè, ïîëó÷åííûõ â [1]
äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð ïîëó-
÷àþòñÿ íîâûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé.

Â äîêëàäå òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïîâûå ðàññëîåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè îòíîñèòåëüíî ïåðåìàðêèðîâêè îáðàçóþùèõ Xψ0 è îïåðàòîðà, êîòîðûé ñîîò-
âåòñòâóîåò êîìáèíàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìàðêèðîâêè è ðàâíîìåðíîãî ðàñòÿæåíèÿ
â ïëîñêîñòè x-y. Ïîëó÷åííûå ðàññëîåíèÿ îáîáùàþò è äîïîëíÿþò ðàíåå èçâåñòíûå ðå-
çóëüòàòû äëÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 23-11-00027).
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ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÔÎÐÌÛ ÔÐÎÍÒÎÂ ÊÐÈÑÒÀËËÈÇÀÖÈÈ Â
ÌÅÒÎÄÅ ÃÍÊ ÎÒ ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒÈ ÒÅÏËÎÂÎÉ
ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎ-ÊÀÏÈËËßÐÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ

À.Â. Ìèõàéëîâ, Â.Ñ. Áåðäíèêîâ, Â.À. Ãðèøêîâ, Ñ.À. Êèñëèöûí

Èíñòèòóò òåïëîôèçèêè èì. Ñ.Ñ. Êóòàòåëàäçå ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ýêñïåðèìåíòàëüíî è ÷èñëåííî èññëåäîâàíû ïðîöåññû êðèñòàëëèçàöèè ãåïòàäå-
êàíà è âîäû ìåòîäîì ãîðèçîíòàëüíîé íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè [1]. Ïðè îõëà-
æäåíèè âåðòèêàëüíîé ñòåíêè ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè íèæå òåìïåðàòóðû êðèñòàëëè-
çàöèè èçó÷åíà ýâîëþöèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì òå÷åíèÿ è èõ âëèÿíèå íà ôîðìû
ôðîíòîâ êðèñòàëëèçàöèè (ÔÊ), â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïåðåïàäîâ òåìïåðàòóðû
ìåæäó âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè ïîëîñòè è âûñîò ñëîåâ æèäêîñòåé. Èññëåäîâàíèÿ
ïðîâåäåíû â ðåæèìàõ òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè ïðè âñåõ æåñòêèõ ãðàíèöàõ
è â ðåæèìàõ òåïëîâîé ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè â ñëîÿõ ñî ñâîáîäíîé
âåðõíåé ãðàíèöåé. Â ýêñïåðèìåíòàõ ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû òå÷åíèÿ è ôîðìû ÔÊ
ñíèìàëàñü öèôðîâîé âèäåîêàìåðîé. Êîìïüþòåðíàÿ îáðàáîòêà âèäåîôèëüìîâ ïîçâî-
ëèëà ïîñòðîèòü ïðîôèëè âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè â ðàç-
ëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ïî âûñîòå è ïî äëèíå ñëîÿ æèäêîñòè. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîë-
íåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [2]. Ðåøàëèñü íåñòàöèîíàðíûå
óðàâíåíèÿ òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè äëÿ æèäêîñòè è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîä-
íîñòè äëÿ êðèñòàëëîâ â äâóìåðíîé ñîïðÿæåííîé ïîñòàíîâêå â òåðìèíàõ òåìïåðàòóðà,
ôóíêöèÿ òîêà è âèõðü ñêîðîñòè. Èñïîëüçîâàëèñü òðåóãîëüíûå ñåòêè, àäàïòèðóþùè-
åñÿ ïîä èçìåíÿþùååñÿ ïîëîæåíèå ÔÊ. Ñåòêà ñãóùàåòñÿ êî âñåì ãðàíèöàì, âêëþ÷àÿ
ãðàíèöó ðàçäåëà êðèñòàëëà è æèäêîñòè. Ó÷èòûâàëàñü òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè è èí-
âåðñíàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè âîäû îò òåìïåðàòóðû. Â ðåæèìàõ ñ îõëàæäåíèåì âåð-
òèêàëüíîé ñòåíêè íèæå òåìïåðàòóðû êðèñòàëëèçàöèè âîäû èíâåðñíàÿ çàâèñèìîñòü
ïëîòíîñòè âîäû îò òåìïåðàòóðû ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó òå-
÷åíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ îáúåìíîé äîëè æèäêîñòè ñ òåìïåðàòóðîé íèæå
òåìïåðàòóðû òî÷êè èíâåðñèè ê îáúåìó æèäêîñòè ñ òåìïåðàòóðîé âûøå òåìïåðàòó-
ðû ýòîé òî÷êè, ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ îáðàçîâàíà êîíâåêòèâíûìè ÿ÷åéêàìè, â êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò ëîêàëüíîå âñïëûòèå áîëåå õîëîäíîé èëè áîëåå íàãðåòîé æèäêîñòè ñî-
îòâåòñòâåííî. Ýòî ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ëîêàëüíûé òåïëîîáìåí è íà ôîðìû ÔÊ.
Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî èíâåðñíîé çàâèñèìîñòüþ
ïëîòíîñòè îò òåìïåðàòóðû îáëàäàåò ðàñïëàâ êàäìèé-ðòóòü-òåëëóð [3], êðèñòàëëû êî-
òîðîãî øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â îïòè÷åñêîé òåõíèêå, ðàáîòàþùåé â ÈÊ-äèàïàçîíå.
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ÑÒÐÀÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß Â ÃËÓÁÎÊÎÂÎÄÍÛÕ
ÊÀÍÀËÀÕ ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎÉ ÀÒËÀÍÒÈÊÈ

Å. Ã. Ìîðîçîâ1, Í.È. Ìàêàðåíêî2, Ä.È. Ôðåé1, Î.À. Çóåâ1

1Èíñòèòóò îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï. Øèðøîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèé â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ òå÷åíèÿ ãëóáèííûõ âîä àí-
òàðêòè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü â îáùåé îêåàíè÷åñêîé öèð-
êóëÿöèè. Àáèññàëüíàÿ àíòàðêòè÷åñêîé äîííàÿ âîäà (ÀÀÄÂ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàè-
áîëåå õîëîäíóþ òÿæåëóþ âîäó, çàïîëíÿþùóþ êîòëîâèíû â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè Àò-
ëàíòè÷åñêîãî îêåàíà. Êàíàëû è ïîíèæåíèÿ â ïîäâîäíûõ õðåáòàõ, ðàçäåëÿþùèõ îò-
äåëüíûå êîòëîâèíû, èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â ðàñïðîñòðàíåíèè ýòèõ âîä íà ñåâåð.
Â öåíòðàëüíîé Àòëàíòèêå íàèáîëåå ñèëüíûé ïîòîê äîííîé âîäû íà ãëóáèíå ïîðÿäêà
4000 ì íàáëþäàåòñÿ â ðàçëîìå Âèìà â þæíîé ÷àñòè Ñåâåðî-Àòëàíòè÷åñêîãî õðåáòà
[1, 2, 3]. Äëèíà óêàçàííîãî ðàçëîìà ñîñòàâëÿåò îêîëî 700 êì, à ïîòîê äîííîé âîäû
â íåì ñîïîñòàâèì ñ ðàñõîäîì âîäû â ðåêå Àìàçîíêà. Â õîäå íåäàâíèõ ýêñïåäèöèé,
ïðîâåäåííûõ íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñóäàõ ÈÎ ÐÀÍ, èññëåäîâàíû ñòðóêòóðà è
ãèäðîôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðèäîííûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ïîòîêîâ â àêòèâíîé çîíå
òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè ãëàâíîé ñåäëîâèíû, ãäå ðàçëîì Âèìà èìååò äâóõêàíàëîâîå
ðóñëî. Â îáîèõ êàíàëàõ îáíàðóæåíû ïðèçíàêè ðàñùåïëåíèÿ íèñõîäÿùåãî ñäâèãîâî-
ãî òå÷åíèÿ íà ñòðóè, êîòîðîå óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ãëóáîêîâîäíûõ âîäîïàäîâ
â ïîòîêàõ íàä ñêëîíîì. Íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ñåäëîâèíîé èìååò ìåñòî áëîêèðîâ-
êà íèæíåãî ïðèäîííîãî ñëîÿ ñ îáðàçîâàíèåì â íåì ïðîòÿæåííîé ðåöèðêóëÿöèîííîé
çîíû. Ïðîôèëè ñêîðîñòè è òåðìîõàëèííîé ñòðàòèôèêàöèè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòà-
òå èçìåðåíèé â ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ðàçðåçàõ êàíàëîâ, äàþò ïðåäñòàâëåíèå îá
ýâîëþöèè ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ ïðè åãî âçàèìîäåéñòâèè ñ òîïîãðàôèåé äíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ãðàíò 21-77-20004 � ãëóáîêîâîäíîå çîí-
äèðîâàíèå è îáðàáîòêà äàííûõ, ãðàíò 21-71-20039 � àíàëèç ñòðóêòóðû è ñâîéñòâ
òå÷åíèé).
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ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ
ÍÀ ÑÒÐÀÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Â.Å. Íàçàéêèíñêèé

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î êâàçèêëàññè÷åñêèõ àñèìïòîòèêàõ äëÿ (ïñåâäî)äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè ñïåöèàëü-
íîãî âèäà � ïðîñòðàíñòâå îðáèò X ãëàäêîãî äåéñòâèÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G íà
ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèèM . Ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû ïîëó÷àþòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå
G-èíâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè íà M íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî G-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé, åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåìûõ ñ ôóíêöèÿìè íà X
(ñì., íàïðèìåð, [1]), è èìåþò îñîáåííîñòè íà ñëîÿõ ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè.
Àñèìïòîòèêè ñâÿçàíû ñ ëàãðàíæåâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå,
îïðåäåëÿåìîì ñèìïëåêòè÷åñêîé ðåäóêöèåé Ìàðñäåíà�Âàéíñòåéíà [2] êîêàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ T ∗M ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû G; áûñòðîîñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû, îïðå-
äåëÿþùèå êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð Ìàñëîâà íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ñîäåðæàò ýêñ-
ïîíåíòû, à òàêæå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû G.
Äëÿ ïðîñòåéøåãî ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì, ïî-
ëó÷åííîãî êàê ïðîñòðàíñòâî îðáèò ïîëóñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû S1 íà çàìêíóòîì
ìíîãîîáðàçèè � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ àñèìïòîòèê áûëà
ðåàëèçîâàíà â [3, 4], ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå â êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì âõîäÿò ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû â âîäîåìå
ñ ïîëîãèì áåðåãîì. Äðóãîé ïðèìåð âêëþ÷àåò ò.í. ñïèíîðíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ äëÿ àòî-
ìà âîäîðîäà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå [5, 6]. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé
ñëó÷àé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 21-51-12006).
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ÊÎËÅÁÀÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÑÊÂÀÆÈÍÅ Ñ Ó×ÅÒÎÌ
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Â ÏÐÈÇÀÁÎÉÍÎÉ ÇÎÍÅ

Ä.À. Íàñûðîâà

Èíñòèòóò ìåõàíèêè èì. Ð. Ð. Ìàâëþòîâà ÓÔÈÖ ÐÀÍ, Óôà

Ðàññìîòðåíû ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñòîëáà æèäêîñòè â âåðòèêàëüíîé íåôòÿ-
íîé ñêâàæèíå, âîçíèêàþùèå ïðè ðåçêîì çàêðûòèè èëè îòêðûòèè íàñîñîâ ñêâàæèíû
(ãèäðîóäàðå). Ïåðèîä êîëåáàíèé, èíòåíñèâíîñòü çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ
ïðîòÿæåííîñòüþ ñòîëáà æèäêîñòè, åå ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå êîëëåê-
òîðñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðèçàáîéíîé çîíû ïëàñòà (â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåí-
òàìè ïðîíèöàåìîñòè, êà÷åñòâîì ïåðôîðàöèè ñêâàæèíû è ñâîéñòâàìè îáðàçîâàííûõ
òðåùèí ÃÐÏ). Íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ñòîëáà
æèäêîñòè â ñêâàæèíå, êîãäà åå âåðõíèé êîíåö îòêðûò èëè çàêðûò, è ôèëüòðàöèþ â
ïðèçàáîéíîé çîíå, ïîäâåðæåííîé ÃÐÏ, ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ çà-
òóõàþùèõ êîëåáàíèÿõ ñòîëáà æèäêîñòè â ñêâàæèíå. Èçó÷åíû çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû è
êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé äàâëåíèÿ íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ ñêâàæèíû îò
çíà÷åíèé ïðîíèöàåìîñòè ïëàñòà, ïàðàìåòðîâ ÃÐÏ. Ïîêàçàíî, ÷òî àêóñòè÷åñêàÿ äèà-
ãíîñòèêà, îñíîâàííàÿ íà àíàëèçå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â ñêâàæèíå ìîæåò ñëóæèòü
äåéñòâåííûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äèàãíîñòèêè ïðèçàáîéíîé çîíû ñêâàæèíû.

Òàêæå íàìè áûëè ðàññìîòðåíû ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñòîëáà æèäêîñòè â îáñà-
æåííîé ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíå äëèíîé l ñîîáùàþùåéñÿ ñ ïëàñòîì ïîñðåäñòâîì N
ðàäèàëüíûõ òðåùèí ÃÐÏ, ðàñïîëîæåííûõ ðàâíîìåðíî âäîëü ñêâàæèíû, âîçíèêàþ-
ùèå ïðè ðåçêîì çàêðûòèè èëè îòêðûòèè íàñîñîâ ñêâàæèíû (ãèäðîóäàðå). Ïîëó÷åíî
òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòîëáà
æèäêîñòè â ñêâàæèíå. Íà îñíîâå ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíû ÷àñòîòíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè (÷àñòîòà êîëåáàíèé, êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, àìïëèòóäà êîëåáàíèé), îïèñû-
âàþùèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ æèäêîñòè â ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíå ñ ñèñòåìîé
òðåùèí, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñòâîëó ñêâàæèíû. Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ÷à-
ñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáàíèé ïîêàçûâàåò âëèÿíèå èçìåíåíèÿ øèðèíû òðåùèíû,
êîëè÷åñòâà òðåùèí è ïðîíèöàåìîñòè ïëàñòà íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû.
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ÂÒÎÐÈ×ÍÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß, ÃÅÍÅÐÈÐÓÅÌÛÅ ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÜÞ

Í.Â. Íèêèòèí

ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàí ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé îáúÿñíÿòü, à â ðÿäå ñëó÷àåâ
è ïðåäñêàçûâàòü ôîðìó âòîðè÷íûõ òå÷åíèé Ïðàíäòëÿ âòîðîãî ðîäà, âîçíèêàþùèõ
â òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ â ïðÿìûõ òðóáàõ íåêðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñ ãëàäêèìè ñòåíêà-
ìè [1, 2, 3]. Âòîðè÷íûå òå÷åíèÿ ñîãëàñîâàíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñðåäíåãî äàâëåíèÿ
ïî ïåðèìåòðó ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Íà ó÷àñòêå ãðàíèöû ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà äàâëåíèÿ ÷àñòèöû æèäêîñòè äîëæíû äâèãàòüñÿ
âäîëü ãðàíèöû ïî íàïðàâëåíèþ îò áîëüøåãî äàâëåíèÿ ê ìåíüøåìó, ïîñêîëüêó íà-
ïðÿæåíèÿ Ðåéíîëüäñà íà òâ¼ðäîé ñòåíêå îòñóòñòâóþò, è ñèëà äàâëåíèÿ ìîæåò áûòü
óðàâíîâåøåíà òîëüêî ñèëîé âÿçêîãî òðåíèÿ, äåéñòâóþùåé íàâñòðå÷ó äâèæåíèþ. Â
ðÿäå ñëó÷àåâ, ðàñïîëîæåíèå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ äàâëåíèÿ ïî ïåðèìåòðó ñå÷å-
íèÿ òðóáû ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî íà îñíîâå àíàëèçà êðèâèçíû ãðàíèöû. Ïóëüñà-
öèîííîå äâèæåíèå ïî èñêðèâë¼ííîé òðàåêòîðèè âäîëü ãðàíèöû âûçûâàåò èçìåíåíèå
äàâëåíèÿ íà ñòåíêå òåì áîëüøåå, ÷åì áîëüøå êðèâèçíà ãðàíèöû. Íà âîãíóòûõ ó÷àñò-
êàõ ãðàíèöû âîçíèêàåò ïîâûøåíèå äàâëåíèÿ, à íà âûïóêëûõ, íàîáîðîò, âîçíèêàåò
ðàçðÿæåíèå. Äåéñòâåííîñòü ïðåäëîæåííîãî ïðèíöèïà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ðÿäå
èçâåñòíûõ èç ëèòåðàòóðû ïðèìåðàõ: òå÷åíèè â òðóáå êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, â òðóáå
ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ, â òðóáàõ ñ ñå÷åíèåì â âèäå êðóãîâîãî ñåêòîðà ñ óãëàìè ïðè
âåðøèíå áîëüøèìè è ìåíüøèìè 180 ãðàäóñîâ, â ïðÿìîóãîëüíûõ òðóáàõ ñ çàêðóã-
ë¼ííûìè óãëàìè, â ýêñöåíòðè÷åñêîé êîëüöåâîé òðóáå. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè-
ìåðíóþ êàðòèíó âòîðè÷íûõ òå÷åíèé óäà¼òñÿ ïðåäñêàçàòü àïðèîðè, ïîëüçóÿñü ëèøü
ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðèè è àíàëèçîì êðèâèçíû ãðàíèöû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàííîãî ìåõàíèçìà íàðóøàþòñÿ âáëèçè ñâîáîäíûõ ãðàíèö,
ãäå êðîìå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ íà ÷àñòèöû æèäêîñòè äåéñòâóþò òàêæå êàñàòåëüíûå
íàïðÿæåíèÿ è ðåçóëüòàò èõ êîíêóðåíöèè çàðàíåå íåèçâåñòåí. Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ
ðåçóëüòàòû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé â ïðÿìîóãîëü-
íûõ êàíàëàõ, ñîäåðæàùèõ ñâîáîäíûå ãðàíèöû, äåìîíñòðèðóþùèå è îáúÿñíÿþùèå
îñîáåííîñòè âòîðè÷íûõ òå÷åíèé â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû äàþò ðàöèîíàëüíóþ îñíîâó äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðè÷èí
ôîðìèðîâàíèÿ è ïðåäñêàçàíèÿ ôîðìû âòîðè÷íûõ òå÷åíèé Ïðàíäòëÿ âòîðîãî ðîäà,
âîçíèêàþùèõ â ïðÿìûõ òðóáàõ íåêðóãëîãî ñå÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (êîä ïðîåêòà 20-19-00404).
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÑÒÅÊËÀ
ÏÐÈ ÂÄÀÂËÈÂÀÍÈÈ ÑÒÀËÜÍÛÕ ØÀÐÎÂ

À.Í. Íîâîñåëîâ, Ì.À. Ëåãàí

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî âäàâëèâàíèþ ñòàëüíûõ øàðîâ ðàç-
ëè÷íîãî äèàìåòðà â ñòåêëÿííûå îáðàçöû â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.
Ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿëèñü ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ïðè îáðàçîâàíèè êîëüöåîáðàç-
íîé òðåùèíû â îêðåñòíîñòè îáëàñòè êîíòàêòà è ðàäèóñ ýòîé òðåùèíû. Êîíòàêòíûå
íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëÿëèñü ïî ðåøåíèþ Ãóáåðà çàäà÷è Ãåðöà î âäàâëèâàíèè øàðà â
óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñòÿ-
ãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ è êðèòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé
ñòåêëà ïóò¼ì ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàçîâàíèÿ êîëüöåîáðàçíîé òðåùèíû â îêðåñòíîñòè
îáëàñòè êîíòàêòà ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé.

Ñîãëàñíî ðåøåíèþ çàäà÷è Ãåðöà î âäàâëèâàíèè øàðà â óïðóãîå ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî ìàêñèìàëüíîå ðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå äîñòèãàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà íà ãðàíèöå êðóãîâîé îáëàñòè êîíòàêòà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè
ñ ëîêàëüíûì êðèòåðèåì ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ðàçðóøåíèå äîëæíî íà÷èíàòü-
ñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè êîíòàêòà. Îäíàêî â ðÿäå ðàáîò ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ïðè âäàâëèâàíèè øàðîâ â ñòåêëÿííûå îáðàçöû ðàäèóñ âîçíèêàþùåé íà
ïîâåðõíîñòè îáðàçöîâ êîëüöåîáðàçíîé òðåùèíû áîëüøå ðàäèóñà îáëàñòè êîíòàêòà.
Ïîýòîìó ìîäåëèðîâàòü õðóïêîå ðàçðóøåíèå â îêðåñòíîñòè îáëàñòè êîíòàêòà íóæíî
ñ ïîìîùüþ íåëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèõ íåîäíîðîäíîñòü ïîëÿ
êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé.

Íåëîêàëüíûå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ ñîäåðæàò êàê ìèíèìóì äâå õàðàêòåðèñòèêè
ìàòåðèàëà, íàïðèìåð, ïðåäåë ïðî÷íîñòè ïðè îäíîðîäíîì îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè è
êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè âäàâ-
ëèâàíèè øàðà â ñòåêëÿííûé îáðàçåö ìîæíî ïîëó÷èòü äâå ýêñïåðèìåíòàëüíûå âåëè-
÷èíû � ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó ïðè îáðàçîâàíèè êîëüöåîáðàçíîé òðåùèíû â îêðåñò-
íîñòè îáëàñòè êîíòàêòà è ðàäèóñ ýòîé òðåùèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåÿ äâå ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå âåëè÷èíû, ìîæíî ïóò¼ì ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàçîâàíèÿ êîëüöåîáðàçíîé
òðåùèíû ñ ïîìîùüþ íåëîêàëüíîãî êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ íàéòè äâå õàðàêòåðèñòèêè
ìàòåðèàëà, âõîäÿùèå â ýòîò êðèòåðèé.

Ðàäèóñ êîëüöåîáðàçíûõ òðåùèí îïðåäåëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ èçìåðèòåëüíîãî ìèêðî-
ñêîïà. Ðàäèóñ îáëàñòè êîíòàêòà âû÷èñëÿëñÿ ïî òåîðèè Ãåðöà. Ïðîâåäåííûå èçìåðå-
íèÿ è âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ðàäèóñ òðåùèíû ïðàêòè÷åñêè âñåãäà áîëüøå ðàäèóñà
îáëàñòè êîíòàêòà. Â ñðåäíåì ïî 40 ýêñïåðèìåíòàì ðàäèóñ êîëüöåîáðàçíîé òðåùèíû
îêàçàëñÿ áîëüøå ðàäèóñà îáëàñòè êîíòàêòà íà 37 %.

Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî, çíàÿ óñèëèå îáðàçîâàíèÿ êîëüöåîáðàçíîé òðåùèíû
ïðè âäàâëèâàíèè øàðà â õðóïêèé ïðîçðà÷íûé ìàòåðèàë, à òàêæå ðàäèóñ ýòîé òðå-
ùèíû, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ïðåäåëüíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ è êðèòè-
÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ìàòåðèàëà ïóò¼ì ìîäåëèðîâàíèÿ
îáðàçîâàíèÿ êîëüöåîáðàçíîé òðåùèíû ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé.
Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòåêëà ñî çíà÷åíèÿìè,
îïðåäåëåííûìè ïðè èçãèáå ñòåêëÿííûõ áàëîê, ïîäòâåðäèëî íàëè÷èå ìàñøòàáíîãî
ýôôåêòà ïðè ðàçðóøåíèè ñòåêëÿííûõ îáðàçöîâ.
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ÂËÈßÍÈÅ ÏËÎÒÍÎÑÒÍÎÉ ÑÒÀÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÍÀ ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÛÅ
ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÛÅ ÁÎÐÛ

Â.Â. Íîâîòðÿñîâ

Òèõîîêåàíñêèé îêåàíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.È.Èëüè÷åâà, ÄÂÎ ÐÀÍ,
Âëàäèâîñòîê

Èíòåíñèâíûå âíóòðåííèå âîëíîâûå áîðû - íîâîå íåëèíåéíîå ÿâëåíèå ïðèáðåæíîé
çîíû îêåàíîâ. Åãî äèíàìèêà èññëåäóåòñÿ â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé è â òîì
÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñøèðåííîãî çà ñ÷¼ò êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ
Êîðòåâåãà � äå Âðèçà (ÐÊäÂ) [1, 2].

Êàê èçâåñòíî, çíàê êîýôôèöèåíòà êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ ÐÊ-
äÂ íå âëèÿåò íà íåëèíåéíóþ äèíàìèêó áîðà. Â òîæå âðåìÿ çíàê êîýôôèöèåíòà êó-
áè÷íîé íåëèíåéíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì äëÿ åãî äèíàìèêè. Ïî îïðåäåëå-
íèþ êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîíîâîé
ñòðàòèôèêàöèè ïðèáðåæíîé çîíû.Â ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì òð¼õ-ïàðàìåòðè÷åñêîé
çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû ïëàâó÷åñòè , ïàðàìåòðà õàðàêòåðèçóþùåãî ôîíîâóþ ñòðàòè-
ôèêàöèþ, èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìàêñèìóìà ÷àñòîòû ïëàâó÷åñòè, ãëóáèíû çàëåãàíèÿ
ïèêíîêëèíà è åãî øèðèíà íà êâàäðàòè÷íóþ è êóáè÷íóþ íåëèíåéíîñòè ïðèáðåæíîé
çîíû. Òàêèì îáðàçîì èçó÷åíî âëèÿíèå ñòðàòèôèêàöèè íà äèíàìèêó âîëíîâûõ áîðîâ.
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2Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

Áîëüøèíñòâî æèäêèõ ìåòàëëîâ, èñïîëüçóåìûõ â ïðîìûøëåííîñòè, ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãîôàçíûìè ñðåäàìè è ñîäåðæàò ïðèìåñè, êîòîðûå èìåþò ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîâîäè-
ìîñòü, îòëè÷íóþ îò ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëà. Íåêîòîðûå ïðèìåñè (íàïðèìåð îêñèäû)
ÿâëÿþòñÿ ïëîõî ïðîâîäÿùèìè. Â ïðîöåññàõ, ñâÿçàííûõ ñ êðèñòàëëèçàöèåé âîçìîæíî
ïîÿâëåíèå êðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö â îáúåìå æèäêîãî ìåòàëëà. Â òàêîì ñëó÷àå ïðî-
âîäèìîñòü ïðèìåñè áóäåò âûøå, ÷åì ïðîâîäèìîñòü îñíîâíîé ôàçû. Òåõíîëîãè÷åñêè
âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïðèìåñè â æèäêèõ ìåòàëëàõ
(ïðîöåññû ñåïàðàöèè è ïåðåìåøèâàíèÿ). Ïðè ðàçðàáîòêå ñîîòâåñòâóþùèõ óñòðîéñòâ
àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ìîæíî âûäåëèòü òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ìíîãîôàçíûõ
ÌÃÄ-òå÷åíèé. Íàèáîëåå ïðîñòûì èç íèõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ óðàâíåíèÿ
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Íàâüå-Ñòîêñà ñ ó÷åòîì ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû (ïëîòíîñòè, âÿçêîñòè, ýëåê-
òðîïðîâîäíîñòè), êîòîðûå ïîëàãàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îáúåìíîé äîëè äèñïåðñíîé ôàçû [1]. Áîëåå ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûì ÿâëÿåòñÿ
ëàãðàíæåâ ïîäõîä, â ðàìêàõ êîòîðîãî äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû ïðèìåñè ðåøàåòñÿ èí-
äèâèäóàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ ñëàáî
ïðèìåíèì â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî çíàòü èìåííî ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè.
Â òàêîì ñëó÷àå êîìïðîìèññîì ìåæäó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ è ôèçè÷åñêîé
îáîñíîâàííîñòüþ ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëåé â ðàìêàõ ìíîãîñêîðîñò-
íûõ êîíòèíóóìîâ [2]. Îñíîâíîé ñëîæíîñòüþ âî âñåõ ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà äèñïåðñíóþ ôàçó.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÃÄ-òå÷åíèé â ðàìêàõ òðåõ îïè-
ñàííûõ ïîäõîäîâ. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïðèìåíèìîñòè, äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêèé
ìîäåëåé.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà è Ïåðì-
ñêîãî êðàÿ � 22-19-20106, https://rscf.ru/project/22-19-20106/.
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¾ÁÅÇÌÀØÈÍÍÎÅ¿ ÝÍÅÐÃÎÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ Â ÃÀÇÎÂÛÕ È
ÃÀÇÎÊÀÏÅËÜÍÛÕ ÏÎÒÎÊÀÕ

À.Í. Îñèïöîâ

Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Áåçìàøèííûì ýíåðãîðàçäåëåíèåì (ÁÝ) ãàçîâîãî ïîòîêà íàçûâàåòñÿ òàêàÿ îðãà-
íèçàöèÿ òå÷åíèÿ, ïðè êîòîðîé îäíîðîäíûé ïîòîê ïðåîáðàçóåòñÿ â äâà ïîòîêà ñ ñóùå-
ñòâåííî ðàçëè÷àþùèìèñÿ òåìïåðàòóðàìè òîðìîæåíèÿ áåç ñîâåðøåíèÿ ðàáîòû èëè
ïîäâîäà òåïëà èç âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ñïîñîáîì ÁÝ ÿâëÿåò-
ñÿ èñïîëüçîâàíèå âèõðåâûõ òðóáîê Ðàíêà�Õèëøà, êîòîðûå ìîãóò îáåñïå÷èòü ðàç-
íîñòü òåìïåðàòóð òîðìîæåíèÿ âûõîäÿùèõ ïîòîêîâ äî ñîòíè ãðàäóñîâ, îäíàêî èìåþò
íåäîñòàòîê, ñâÿçàííûé ñ âûñîêèìè ïîòåðÿìè ïîëíîãî äàâëåíèÿ. Îäíîé èç àëüòåð-
íàòèâ ÿâëÿåòñÿ ñõåìà ÁÝ, ïðåäëîæåííàÿ â [1]. Â ýòîé ñõåìå ÷àñòü ãàçà, âòåêàþùåãî
â ýíåðãîðàçäåëÿþùåå óñòðîéñòâî, ïðîõîäèò ÷åðåç ñîïëî Ëàâàëÿ è ðàçãîíÿåòñÿ äî
ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòè. Äàëåå, äî- è ñâåðõçâóêîâîé ïîòîêè ãàçà, èìåþùèå îäèíà-
êîâûå èñõîäíûå ïàðàìåòðû òîðìîæåíèÿ, äâèæóòñÿ â êàíàëå, áóäó÷è ðàçäåëåííûìè
òåïëîïðîâîäíîé ïåðåãîðîäêîé. Âñëåäñòâèå òåïëîîáìåíà ìåæäó äî- è ñâåðõçâóêîâûì
ïîòîêàìè îñðåäíåííûå òåìïåðàòóðû òîðìîæåíèÿ íà âûõîäå èç óñòðîéñòâà â ýòèõ ïî-
òîêàõ ìîãóò çàìåòíî ðàçëè÷àòüñÿ. Äàííàÿ ñõåìà îáåñïå÷èâàåò ìàëûå ïîòåðè ïîëíîãî
äàâëåíèÿ, íî òðåáóåò äàëüíåéøåé ìîäèôèêàöèè äëÿ ïîâûøåíèÿ åå ýôôåêòèâíîñòè.
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Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ îáùèå ôèçè÷åñêèå ìåõàíèçìû áåçìàøèííîãî ýíåðãîðàç-
äåëåíèÿ, îáóñëîâëåííûå âëèÿíèåì äèññèïàòèâíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â ïî-
òîêå ãàçà, à òàêæå âîçìîæíûå ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ýíåðãîðàçäåëåíèÿ
ïî ñõåìå Ëåîíòüåâà ïðè äîáàâëåíèè â ñâåðõçâóêîâóþ ÷àñòü ïîòîêà ìàëîé êîíöåíòðà-
öèè æèäêèõ êàïåëü, êàê ñ ó÷åòîì, òàê è áåç ó÷åòà èõ èñïàðåíèÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà íà îñíîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêà-
çàíî, ÷òî ñõåìà Ëåîíòüåâà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé äëÿ ãàçîâ ñ íèçêèìè
÷èñëàìè Ïðàíäòëÿ (Ar, Xe). Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä òå÷åíèé, â êîòîðûõ â ïîãðà-
íè÷íûé ñëîé ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà äîáàâëÿþòñÿ ìåëêîäèñïåðñíûå èñïàðÿþùèåñÿ
æèäêèå êàïëè, îñåäàþùèå íà ðàçäåëÿþùóþ ïåðåãîðîäêó. Â òîì ÷èñëå ðàññìîòðåíû
ñõåìû òå÷åíèÿ ñ îðãàíèçàöèåé ñëàáûõ êîñûõ ñêà÷êîâ óïëîòíåíèÿ â ãàçîäèñïåðñíîì
ïîòîêå, óñèëèâàþùèõ ýôôåêò îñàæäåíèÿ êàïåëü íà ðàçäåëÿþùóþ ïåðåãîðîäêó. Íà
îñíîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî äîáàâëåíèå äàæå ìàëîé êîíöåí-
òðàöèè æèäêèõ êàïåëü ìîæåò ðåçêî óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíîñòü ñõåìû ýíåðãîðàçäå-
ëåíèÿ ïî ñõåìå Ëåîíòüåâà [2, 3].

Âòîðàÿ ÷àñòü äîêëàäà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ðîëè íåñòàöèîíàðíîñòè ïîòîêà íà ïðî-
öåññ ÁÝ. Íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîïåðå÷íîãî îáòåêàíèÿ êðóãëî-
ãî öèëèíäðà ñæèìàåìûì âÿçêèì ãàçîì â ðåæèìå ïåðèîäè÷åñêîãî ñõîäà âèõðåé â
áëèæíèé ñëåä äàíî îáúÿñíåíèå ïàðàäîêñàëüíîãî ýôôåêòà Ýêêåððòà�Âàéñà (ñíèæå-
íèÿ ðàâíîâåñíîé òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè àäèàáàòè÷åñêîãî öèëèíäðà âáëèçè çàäíåé
êðèòè÷åñêîé òî÷êè äî òåìïåðàòóð íèæå ñòàòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû íàáåãàþùåãî ïî-
òîêà) [4]. Ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç ðîëè ðàçëè÷íûõ äèññèïàòèâíûõ ìåõàíèçìîâ è
íåñòàöèîíàðíîñòè òå÷åíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå îñðåäíåííîé ïî âðåìåíè òåìïåðàòóðû
òîðìîæåíèÿ ãàçà â áëèæíåì ñëåäå [5]. Ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå èäåè î âîçìîæ-
íîñòè óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ýíåðãîðàçäåëåíèÿ â íåñòàöèîíàðíûõ ãàçîâûõ ïîòîêàõ.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÃÅÒÅÐÎÌÎÄÓËÜÍÛÕ
ÊÅÐÀÌÈÊ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÊÀÐÁÈÄÀ ÖÈÐÊÎÍÈß ÍÀ ÂßÇÊÎÑÒÜ

ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

À.À. Ïàæèí, Ì.Î. Åðåìèí, Þ.À. Ìèðîâîé, Ñ.Ï. Áóÿêîâà

Èíñòèòóò ôèçèêè ïðî÷íîñòè è ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Òîìñê

Êåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû íà îñíîâå îêñèäîâ, êàðáèäîâ, áîðèäîâ è íèòðèäîâ íåêî-
òîðûõ ìåòàëëîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå îãíåóïîðíûõ
ìàòåðèàëîâ. Îäíàêî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ êåðàìèêè íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ñïîñîáíîñòüþ
âûäåðæèâàòü âûñîêèå òåìïåðàòóðû äî 2500◦C. Ñâîéñòâà êåðàìèêè ïîçâîëÿþò èñ-
ïîëüçîâàòü åå â êà÷åñòâå çàùèòû îò èçíîñà, êîððîçèè, óäàðíûõ íàãðóçîê è ò.ä. Â òî
âðåìÿ êàê ïðî÷íîñòü êåðàìèêè íà ñæàòèå ñðàâíèìà èëè ïðåâûøàåò ïðî÷íîñòü êëàñ-
ñè÷åñêèõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, âåñ êåðàìèêè çíà÷èòåëüíî íèæå. Â òî æå
âðåìÿ ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ èõ õðóïêîñòü,
îáóñëîâëåííàÿ òèïîì õèìè÷åñêîé ñâÿçè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ òðåùèíî-
ñòîéêîñòè ðàçëè÷íûõ êåðàìè÷åñêèõ èçäåëèé. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäà-
ìè ÿâëÿþòñÿ ââåäåíèå óïðî÷íÿþùèõ ÷àñòèö èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Â ðàáîòå
èçó÷àëîñü óëó÷øåíèå ñâîéñòâ ãåòåðîìîäóëüíîé êåðàìèêè íà îñíîâå êàðáèäà áîðà
ïðè äîáàâëåíèè ìåäè è ìàðãàíöà ê ïîðîøêàì êàðáèäà íà ñòàäèè ïèðîëèçà. Îòìå-
÷åí íåìîíîòîííûé õàðàêòåð âëèÿíèÿ îáúåìíîé äîëè íèçêîìîäóëüíîãî ìàòåðèàëà íà
ñâîéñòâà âñåé êîìïîçèöèè. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îïòèìàëüíûé âûáîð äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ òðåáóåìûõ ñâîéñòâ. Êàê ïðèìåð ìåõàíèçìà óïðî÷íåíèÿ Êóêà-Ãîðäîíà.
Ñóòü ìåõàíèçìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè êîìïîçèòà, ãäå îñíîâíàÿ ôàçà èìååò âûñîêèå
ìîäóëè óïðóãîñòè, à âòîðàÿ ôàçà, íàîáîðîò, èìååò çíà÷èòåëüíî áîëåå íèçêèå ìîäóëè
óïðóãîñòè. ×àñòèöû ñ íèçêèì ìîäóëåì óïðóãîñòè çàìåäëÿþò ðàçâèòèå òðåùèí â ìà-
òåðèàëå, ïîãëîùàþò è ðàññåèâàþò ýíåðãèþ óïðóãèõ äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùèõ ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè òðåùèí. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ñòîéêîñòè ê òåïëîâîìó óäà-
ðó è óâåëè÷åíèþ îáùåé ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàòåðèàëîì ñ ðàâíîé
ïîðèñòîñòüþ áåç äîáàâëåíèÿ ÷àñòèö ñ íèçêèì ìîäóëåì óïðóãîñòè.

Ñîãëàñíî îáçîðó ëèòåðàòóðû, áîëüøèíñòâî ðàññìîòðåííûõ èññëåäîâàíèé ãåòåðî-
ìîäóëüíûõ êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ îñíîâàíû íà ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Êî-
ëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Èñïîëü-
çîâàíèå ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïðîöåññû äåôîðìàöèè
è ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà ñ ÿâíûì ó÷åòîì ìèêðîñòðóêòóðû. Ýòî ïîçâîëÿåò äåòàëüíî
èçó÷èòü ìåõàíèçìû ðàçðóøåíèÿ è âûÿâèòü âëèÿíèå ìèêðîñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé
íà ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, âÿçêîñòü ðàçðóøåíèÿ.

Íîâèçíà íàñòîÿùåãî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ îáóñëîâëåíà íîâûì ìåòîäîì îïðå-
äåëåíèÿ KIC, îñíîâàííûì íà ìåçîîáúåìíîì îòêëèêå. Ìåçîîáúåì ñïðîåêòèðîâàí ñ
ÿâíûì ó÷åòîì ìèêðîñòðóêòóðû, îñíîâàííîé íà áèíàðèçàöèè ÑÝÌ-ìîäåëåé ïîëèðî-
âàííûõ ïîâåðõíîñòåé îáðàçöîâ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííàÿ îöåíêà âëèÿíèÿ ñîäåðæàíèÿ íèçêî-
ìîäóëüíîé ôàçû (óãëåðîäà) íà âÿçêîñòü ðàçðóøåíèÿ êîìïîçèòîâ ZrC-C. Ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ðàññìîòðåí ìåõàíè÷åñêèé îòêëèê äâó-
ìåðíûõ ìåçîîáúåìîâ ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÔÏÌ ÑÎ ÐÀÍ, òåìà
FWRW-2021-000

Î ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ ÔÐÎÍÒÀ ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ Â ÃÅÒÅÐÎÃÅÍÍÎÉ
ÑÌÅÑÈ ÂßÇÊÈÕ ÃÀÇÎÂ

À.Â. Ïàíîâ1, Í.À. Ãóëü2

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

∂tρ1 + ∂x(ρ1u1) = 0,

∂t(ρ1u1) + ∂x
(
ρ1(u2

1 + c2
1)− µ1∂xu1

)
= τ−1 ρ1ρ2

ρ1 + ρ2

(u2 − u1),

∂tρ2 + ∂x(ρ2u2) = 0,

∂t(ρ2u2) + ∂x
(
ρ2(u2

2 + c2
2)− µ2∂xu2

)
= τ−1 ρ1ρ2

ρ1 + ρ2

(u1 − u2),

îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ãåòåðîãåííîé ñìåñè èçîòåðìè÷åñêèõ âÿçêèõ ãàçîâ. Çäåñü ρ1,2

� ïëîòíîñòè, u1,2 � ñêîðîñòè, à µ1,2 � âÿçêîñòè ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíòû ñìåñè.
Ïðè çàïèñè ñèñòåìû ó÷òåíî, ÷òî èçîòåðìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãàçîâ èìåþò
âèä: P1,2 = c2

1,2ρ1,2. Ïðàâàÿ ÷àñòü îòâå÷àåò çà ñèëû òðåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè, à τ
� õàðàêòåðíîå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ôàç [1].

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû. Â äîêëàäå áóäåò
ðàññêàçàíî î ïîïûòêå îáîñíîâàíèÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â èäåàëü-
íîé ñðåäå [1], êàê ¾ïðåäåëîâ¿ íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ âÿçêîñòüþ ïðè
ñòðåìëåíèè ïîñëåäíåé ê íóëþ [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-11-00142).
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Î ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ ÍÅÑÌÅØÈÂÀÞÙÈÕÑß ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ Â

ÏÎÐÎÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÅ

À.À. Ïàïèí, Ì.À. Òîêàðåâà

Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóë

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñîñòàâíîãî òèïà, îïèñûâàþùàÿ
íåñòàöèîíàðíîå íåèçîòåðìè÷åñêîå äâèæåíèå íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé â âÿçêî-
óïðóãîé ñðåäå. Óðàâíåíèÿ ìîäåëè â îòñóòñòâèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ è ñ ó÷åòîì çàâè-
ñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ñðåäû îò ïîðèñòîñòè è òåìïåðàòóðû èìåþò âèä [1] � [3]:

∂(1−φ)ρ3
∂t

+∇ · ((1− φ)ρ3v3) = 0, ∂(ρisiφ)
∂t

+∇ · (ρiφsi vi) = 0, i = 1, 2,

siφ(vi − v3) = −K0(φ)k0i(si)
µi(θ)

(∇pi − ρig), i = 1, 2,

∇ · v3 = −φ(α(θ)pe + β(θ)
dpe
dt

), pe = (1− φ)(p3 − pf ),

ptot = φpf + (1− φ)p3, pf = s1p1 + s2p2,

∇ptot = ρtotg+∇ ·
(
(1− φ)η(θ)

(
∂v3

∂x
+
(
∂v3

∂x

)∗))
, ρtot = φ(s1ρ1 + s2ρ2) + (1− φ)ρ3,

(ρ1c1s1φ+ ρ2c2s2φ+ ρ3c3(1− φ))∂θ
∂t

+

+(ρ1c1s1φv1 + ρ2c2s2φv2 + ρ3c3(1− φ)v3)∇θ = ∇ · (λtot(φ)∇θ) ,

ãäå ρi,vi - èñòèííàÿ ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü i-îé ôàçû (1,2 � æèäêîñòè, 3 � òâåð-
äûé âÿçêîóïðóãèé ñêåëåò), φ - ïîðèñòîñòü, θ - òåìïåðàòóðà ñðåäû (θi = θ , i=1,2,3),
si, pi, k0i(si), µi(θ) - íàñûùåííîñòü, äàâëåíèå, ïðîíèöàåìîñòü, äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü
æèäêîé ôàçû (i = 1, 2), g - âåêòîð óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè, α(θ), β(θ) - çàäàííûå
ïàðàìåòðû ñðåäû, ptot - îáùåå äàâëåíèå, pe = ptot − pf - ýôôåêòèâíîå äàâëåíèå, ρtot
- îáùàÿ ïëîòíîñòü, η(θ) - âÿçêîñòü ïîðèñòîãî ñêåëåòà, ci = const > 0 - òåïëî¼ìêîñòü
i-îé ôàçû; λtot - êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû â öåëîì. Ôàçîâûå äàâëåíèÿ
p1 è p2 ðàçëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó êàïèëëÿðíîãî ñêà÷êà: p2 − p1 = pc(s1).

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-71-
10045, https://rscf.ru/project/23-71-10045/
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Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÄËß
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÄÎÇÂÓÊÎÂÛÕ ÐÅÀÃÈÐÓÞÙÈÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ Â

ÏÐÈÑÓÒÑÒÂÈÈ ËÀÇÅÐÍÎÃÎ ÈÇËÓ×ÅÍÈß

Å.Å. Ïåñêîâà, Î.Ñ. ßçîâöåâà, Å.Þ. Ìàêàðîâà, Í.À. Òèíüãàåâà

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ñàðàíñê

Èññëåäîâàíèå âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ íà ìíîãîêîìïîíåíòíûå ðåàãèðó-
þùèå ñìåñè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ âîäîðîäà è ýòèëåíà èç ïðèðîäíîãî ãàçà ïðîâîäèòñÿ
íà ëàáîðàòîðíîì óðîâíå â Èíñòèòóòå êàòàëèçà èì. Ã.Ê. Áîðåñêîâà [1, 2] è ÿâëÿåòñÿ
íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ è êîìïüþòåðíîé òåõíèêè ñïîñîáñòâóþò ðàñøèðåíèþ çíàíèé îá óêàçàí-
íûõ õèìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ. Ìíîãîêîìïîíåíòíûå ðåàãèðóþùèå òå÷åíèÿ â ëàáîðàòîð-
íûõ ðåàêòîðàõ ñ ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì èìåþò ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè: îíè ÿâëÿþòñÿ
ñóùåñòâåííî äîçâóêîâûìè, õàðàêòåðèçóþòñÿ çíà÷èòåëüíûìè ëîêàëüíûìè èçìåíåíè-
ÿìè òåìïåðàòóðû çà ñ÷åò ïîäâîäà ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, ýíäîòåðìè÷åñêèìè õèìè-
÷åñêèìè ðåàêöèÿìè ñ èçìåíåíèåì êîìïîíåíòíîãî ñîñòàâà, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
çàïóñêàåò àêòèâíûå äèôôóçèîííûå è òåïëîâûå ïðîöåññû. Óêàçàííûå îñîáåííîñòè
ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà âûáîð è ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ.

Ðàíåå áûë ïîñòðîåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîçâóêîâîé äè-
íàìèêè õèìè÷åñêè àêòèâíîé ñìåñè ñ ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì íà îñíîâå ñõåìû ðàñ-
ùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì [3]. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñàíà ìîäèôèöè-
ðîâàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ ÷èñåë Ìàõà [4],
äîïîëíåííîé óðàâíåíèåì äëÿ èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Îäíàêî, â ýòîì
àëãîðèòìå ó÷åò ìíîãîêîìïîíåíòíîé äèôôóçèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåìïå-
ðàòóðû è ïðåòåðïåâàåò çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ çà ñ÷åò ýíåðãèè, ââîäèìîé ëàçåð-
íûì èçëó÷åíèåì, íàêëàäûâàåò çíà÷èòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà øàã èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî âðåìåíè âñåé ñèñòåìû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ëî-
êàëüíûõ èòåðàöèé íà îñíîâå óïîðÿäî÷èâàíèÿ êîðíåé ïîëèíîìà ×åáûøåâà [5] äëÿ
ðàñ÷åòà äèôôóçèîííîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëè. Ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïîêàçàë, ÷òî äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ñ øàãîì ïî âðåìåíè áîëü-
øèì, ÷åì äëÿ ÿâíîãî ñ÷åòà ïðîöåññîâ äèôôóçèè, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò îáùåå
ðàñ÷åòíîå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ðàñ÷åòû íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ
ñåòîê ïîêàçàëè ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà. Ïîëó÷åíû êàðòèíû ðàñïðåäåëå-
íèÿ êîìïîíåíò ñìåñè, òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ïî
õèìè÷åñêîìó ðåàêòîðó.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-21-
00202, https://rscf.ru/project/23-21-00202/.
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ñõåìà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà // Ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2020. Ò. 32, � 4. Ñ. 57-74. DOI 10.20948/mm-2020-
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ÀÍÀËÈÇ ÇÀÄÀ×È ÝÌÁÎËÈÇÀÖÈÈ ÀÂÌ ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÒÅÎÐÈÈ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

È.À. Ïåòðåíêî1, À.À. ×åðåâêî2, Ò. Ñ. Øàðèôóëëèíà2

1Âëàäèìèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. À. Ã. è Í. Ã. Ñòîëåòîâûõ
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ñîâìåñòíîå òå÷åíèå êðîâè è ýìáîëè÷åñêîãî àãåíòà âíóòðè àðòåðèîâåíîçíîé ìàëü-
ôîðìàöèè (äàëåå � ÀÂÌ) â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ìîäåëèðóåòñÿ íà îñíîâå íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè

∂S(t, x)

∂t
+ (qb(S̄(t)) + u(t))

∂f(S(t, x))

∂x
= 0,

S(0, x) = 1, f(S(t, 0)) =
qb(S̄(t))

qb(S̄(t)) + u(t)
,

ãäå S(t, x) � êîíöåíòðàöèÿ êðîâè â ñå÷åíèè ÀÂÌ, S̄(t) � ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ êðîâè,
u(t) � ðàñõîä ýìáîëè÷åñêîãî àãåíòà íà âõîäå (óïðàâëåíèå), qb(S̄) � ðàñõîä êðîâè íà
âõîäå (êëèíè÷åñêèå äàííûå), f(S) � íåâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà. Äàí-
íàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â îáëàñòè: t ∈ [0, T ] � âðåìÿ; x ∈ [0, L] �
êîîðäèíàòà âäîëü ÀÂÌ.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

1

L

∫ L

0

S(T, x)dx

ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå u(t)

u(t) ≥ 0, qb(S̄(t)) + u(t) ≤ Q̄

à òàêæå ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ è âõîäíîå äàâëåíèå

S(t, L) = 1, p(t) ≤ pmax

ãäå Q̄, pmax � ïîñòîÿííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñóììàðíûé ðàñõîä è âõîäíîå äàâëåíèå.
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Äëÿ ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïîñòðîåíî îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå

u∗(t) = −V S̄ ′(t),

ãäå V � îáúåì ÀÂÌ, êîòîðîå íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

qb(S̄(t))− V S̄ ′(t) = Q̄, S̄(0) = 1.

Íàéäåííîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îáåñïå÷èâàåò íàèìåíüøåå äîñòèæèìîå çíà÷å-
íèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (äîëÿ êðîâè â îáúåìå ÀÂÌ) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûé ðåæèì ýìáîëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ âñåõ
äîïóñòèìûõ ðåæèìîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò No 22-11-
00264).

ÎÁ ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈßÕ ÇÀÄÀ×È ÄÎÍÍÛÕ
ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÉ

À.Ã. Ïåòðîâ1, È.È. Ïîòàïîâ2, À.Ñ. Åïèõèí3

1Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà
2Õàáàðîâñêèé ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ÂÖ ÄÂÎ ÐÀÍ, Õàáàðîâñê
3Èíñòèòóò ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èì. Â.Ï. Èâàííèêîâà ÐÀÍ,
Ìîñêâà

Íà îñíîâå àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [1] è ÷èñëåííûõ [2] èññëåäîâàíèé äåôîð-
ìèðîâàíèÿ äîííîé ïîâåðõíîñòè ïðè ìåõàíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà íåå òåêóùåé æèä-
êîñòè ñäåëàí âûâîä îá àâòîìîäåëüíîì õàðàêòåðå ýâîëþöèè äîííîé ïîâåðõíîñòè. Äîí-
íàÿ âîëíà èìååò âèä áëèçêèé ê îäíîìó ïåðèîäó ñèíóñîèäû ñ èçìåíÿþùåéñÿ âî âðå-
ìåíè äëèíîé âîëíû è ïîñòîÿííîé êðóòèçíîé (îòíîøåíèå àìïëèòóäû ê äëèíå âîëíû
ïîñòîÿííî). Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àâòîìîäåëüíîé çàâèñèìîñòè äîííîé ïî-
âåðõíîñòè îò âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Äëÿ
ýòîãî èç ñåðèè àâòîìîäåëüíûõ ôîðì äîííîé ïîâåðõíîñòè äîñòàòî÷íî âûäåëèòü ÷å-
òûðå ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííûìè äëèíàìè âîëí. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûðåõ äëèí
âîëí îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è ïî íèì âû÷èñëÿþòñÿ ñêîðîñòè
èçìåíåíèÿ äëèí âîëí. Íàõîäèòñÿ ñòåïåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè îò äëèíû
âîëíû, åå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ è çàòåì ñòðîèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è ÷èñ-
ëåííûìè ðåøåíèÿìè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ íå ïðåâûøàåò íåñêîëüêî
ïðîöåíòîâ, à ðàñ÷åòíîå âðåìÿ ñîêðàùàåòñÿ â 25-30 ðàç.
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Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòà [1] è ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà [2] ñ íàé-
äåííîé òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè t àìïëèòóäû äîííîé âîëíû ζ/D =
0.17t0.22 ïîä êðóãëîé òðóáîé, îáòåêàåìîé æèäêîñòüþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-71-10091.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÌÎÄÅËÅÉ ÐÅËÀÊÑÈÐÓÞÙÈÕ
ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ

.
À.Ã. Ïåòðîâà

Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóë
Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåíüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè ðåëàêñàöèè
è ðåòàðäàöèè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ Îëäðîéäà â âèäå [1]:

S+ λ1
D

Dt
S = 2µD(v)+ 2µλ2

D

Dt
D(v), S|t=t0 = S0.

Çäåñü λ1 - âðåìÿ ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèÿ ïðè ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè; λ2 - âðåìÿ
ðåòàðäàöèè, ò.å. âðåìÿ ðåëàêñàöèè äåôîðìàöèè ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè; µ - âÿç-
êîñòü; òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå λ2µ ìîæíî íàçâàòü ðåëàêñàöèîííîé âÿçêîñòüþ;
òåíçîð D -òåíçîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèè; ñèìâîë D/Dt - îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ïî âðåìåíè. Åñëè λ1 = 0, à D/Dt - èíâàðèàíòíàÿ âðàùàòåëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, òî
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ áóäåò ìîäåëèðîâàòü æèäêîñòü 2-ãî ïîðÿäêà (Ðèâëèí - Ýðèêñåí,
[2]). Ïàðàìåòðû λ1 è λ2µ ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè. Óïðàâëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ
æèäêîñòè ñ ðàññìàòðèâàåìûì ðåîëîãè÷åñêèì çàêîíîì èìåþò âèä

ρ(vt + (v · 5)v) = −∇p+ divS; divv = 0.

Îáñóæäàåòñÿ ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èññëå-
äóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ê íóëþ, íàëè÷èå ïî-
ãðàíñëîåâ è ðåãóëÿðíîñòü âûðîæäåíèÿ ðåøåíèé ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷
äëÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå λ1 = 0 âûðîæäåíèå
ïðè λ2µ ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíûì, ïîñêîëüêó çàäà÷à íå òðåáó-
åò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà. Ìåæäó òåì
ïðè ìàëûõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ λ1 íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå íà÷àëüíîå
óñëîâèå, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ïîãðàíñëîÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé
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ïîäõîä ê ðåøåíèþ, ïðåäïîëàãàþùèé âûäåëåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè íà÷àëüíî-
ãî ìîìåíòà âðåìåíè. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, èëëþñòðèðóþùèé
ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ ñ íåíóëåâûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè è ñîäåðæàùèé ôóíêöèþ ïî-
ãðàíñëîÿ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. 1. J. G. Oldroyd On the formulation of rheological equations of state. Proceedings of
the Royal Society of London. Series A, Mathematical and Physical Sciences. 1950. V.
200, 1063, 523-541.

2. R. S. Rivlin, J. L. Ericksen Stress-deformation relations for isotropic materials. J.
Rational Mech. Anal. 1955, 4, 323-425.

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÑÏÅÊÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÔÎÐÌÛ

Ï.È. Ïëîòíèêîâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Äîêëàä ïîñâÿùåí ïðèìåíåíèþ òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîòîêîâ ê çàäà÷àì îïòèìè-
çàöèè ôîðìû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðèè ê îáðàòíîé çàäà÷å îá îïðåäå-
ëåíèè ôîðìû âêëþ÷åíèÿ âíóòðè ìàòåðèàëüíîãî îáúåêòà ïî äàííûì äîïîëíèòåëüíûõ
èçìåðåíèé íà ïîâåðõíîñòè ýòîãî îáúåêòà. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âàðèàöèîííîé
çàäà÷å äëÿ ôóíêöèîíàëà Êîíà-Âîãåëèóñà, çàâèñÿùåãî îò ôîðìû âêëþ÷åíèÿ. Ïðèìå-
íåíèå ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé ïðîáëåìû
ïðèâîäèò ê çàäà÷å î ãðàäèåíòíîì ïîòîêå äëÿ ôóíêöèîíàëà òèïà Êîíà-Âîãåëèóñà. Íà
ïðàêòèêå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ðåãóëÿðèçàöèè âàðèàöèîííûõ çà-
äà÷ îïòèìèçàöèè ôîðìû. Ðåãóëÿðèçàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðèìåòð âêëþ÷åíèÿ è èíòå-
ãðàë îò êâàäðàòà ñðåäíåé êðèâèçíû ïî ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèÿ. Ïîñòðîåíèå ýêñòðå-
ìóìîâ ðåãóëÿðèçîâàííîãî ôóíêöèîíàëà Êîíà-Âîãåëèóñà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î âîçìó-
ùåíèè ãðàäèåíòíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîòîêîâ. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèå àñïåêòû ýòîé ïðîáëåìû. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîñòðîåíèþ ãåññèàíîâ
ôóíêöèîíàëà Êîíà-Âîãåëèóñà è ãåîìåòðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà Óèëëìîðà. Ïîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ãðàäèåíòíûå ïîòîêè ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè óðàâ-
íåíèé ñîñòàâíîãî òèïà. Èññëåäóåòñÿ êîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé.

Î ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÊÐÀÅÂÛÕ
ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄËß ÏÑÅÂÄÎÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Í.Ñ. Ïîïîâ1, Ñ. Â. Ïîïîâ1,2

1Ñåâåðî-Âîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Ê. Àììîñîâà,
ßêóòñê
2Àêàäåìèÿ íàóê Ðåñïóáëèêè Ñàõà (ßêóòèÿ), ßêóòñê

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ èíòåãðàëüíûìè óñëî-
âèÿìè íà áîêîâîé ãðàíèöå è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ.
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Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, Q �
öèëèíäð Ω × (0, T ), S = Γ × (0, T ), c(x, t), f(x, t) çàäàííûå â öèëèíäðå Q ôóíêöèè,
u0(x), u1(x) � íà ìíîæåñòâå Ω, N(t) � ïðè t ∈ [0, T ] è Ki(x, y, t) � ïðè x ∈ Ω, y ∈ Ω,
t ∈ [0, T ].

Â öèëèíäðå Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

∂

∂t

(
(Au)t −∆u

)
−∆u+ cu = f, Au =

∫ t

0

N(t− τ)u(x, τ) dτ. (1)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (2)

u(x, t)|(x,t)∈S =

∫
Ω

K1(x, y, t)u(y, t)dy|(x,t)∈S (3)

èëè
∂u(x, t)

∂ν(x)

∣∣∣∣
(x,t)∈S

=

∫
Ω

K2(x, y, t)u(y, t)dy

∣∣∣∣
(x,t)∈S

. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè ïðîâîäèòñÿ ìåòîäàìè ïåðåõîäà ê íàãðóæåííîìó
óðàâíåíèþ ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, àïðè-
îðíûõ îöåíîê, äîêàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûå ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííûõ êðàåâûõ çàäà÷
(1)�(3) èëè (1), (2), (4).

Îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ âûðîæäåíèåì è ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîñâÿùåíà ðàáî-
òà [1]. Èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ è ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì íà áîêîâîé ãðàíèöå ïðîâîäèëèñü â ðàáî-
òàõ [2].
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Î ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÆÅÂÐÅ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ

Ñ.Â. Ïîïîâ1,2, Ì.Í. Ïîïîâà2

1Àêàäåìèÿ íàóê Ðåñïóáëèêè Ñàõà (ßêóòèÿ), ßêóòñê
2Ñåâåðî-Âîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Ê. Àììîñîâà,
ßêóòñê

Òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà êóñî÷íî-ëÿïóíîâ-
ñêèõ êðèâûõ, îõâàòûâàþùàÿ êëàññè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðîì Êîøè,
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èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû òèïà Âèíåðà-Õîïôà (â ìóëüòèïëèêàòèâíîì âàðèàíòå) è
ôóíêöèîíàëüíûå îïåðàòîðû ñî ñäâèãîì ïîñòðîåíà â ìîíîãðàôèè Ñîëäàòîâà À.Ï.
(1991). Ñëó÷àé ÷èñòî èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîäðîáíî èçëîæåí â ñòàòüå [1], ãäå, â
÷àñòíîñòè, îõâà÷åíû è íåîãðàíè÷åííûå êóñî÷íî- ëÿïóíîâñêèå êðèâûå (òî÷íåå, êóñî÷íî-
ëÿïóíîâñêèå êðèâûå íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê
ñôåðà Ðèìàíà). Óðàâíåíèÿ ýòîãî òèïà âîçíèêàþò â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ, ê
íèì ñâîäÿòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è â êóñî÷íî-ãëàäêèõ îáëàñòÿõ. Â ðàáîòå
[2] âìåñòî êóñî÷íî-ëÿïóíîâñêîé êðèâîé ðàññìîòðåí îòðåçîê [0, 1] äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è Æåâðå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âåñî-
âûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ (ñêëåèâàíèÿ). Â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ óñëîâèé ñîïðÿ-
æåíèÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Æåâðå ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáûì ÿäðîì, à â ñëó÷àå âåñîâûõ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ðàç-
ðåøèìîñòü ñëåäóåò, â òîì ÷èñëå, èç êîððåêòíîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì,
îäíîðîäíûì ñòåïåíè −1. Çàäà÷à Æåâðå äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êðàòíû-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íåïðåðûâíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ðåäóöèðóåòñÿ ê èíòå-
ãðàëüíîìó îïåðàòîðó òèïà Âèíåðà-Õîïôà âèäà N = 4√

3
+ i[ρKρ−1− ρ2Kρ−2], ρ = t2/3,

ãäå K � ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð Êîøè.
Çàäà÷à Æåâðå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé øåñòîãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ñèíãó-

ëÿðíîìó îïåðàòîðó N = A− iR,

A =

 −1 −1
3

1
2
−
√

3
6

0 0 1
2

+
√

3
2

1 1
2

+
√

3
6

0

 , R =
1

6

 r11
1
2
r12

√
3

2
r13

r21
1
2
r22

√
3

2
r23√

3r31

√
3

2
r32

3
2
r33

 ,

ãäå

r11 = R0+ + 2K3, r12 = R0+ −
√

3R1+ − 4K3, r13 = R0− −
√

3R1−, r21 = R0+ − 4K3,

r22 = R0+ + 3
√

3R1+ + 8K3, r23 = R0− + 3
√

3R1−, r31 = R0−, R32 = R0− + 3
√

3R1−,

r33 = R0+ +
√

3R1+, R0± = K7 ±K5, R1± = K2 ±K4, Kj = ρjKρ−j, ρ = t1/6.

Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ôðåäãîëüìîâîñòè ïîëó÷åííûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà è Ëåáåãà, ïðèâåäåíû ôîðìóëû èõ èíäåêñà.
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ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÇÀÄÀ×È Î ÑÎÏÐßÆÅÍÈÈ ÒÎÍÊÈÕ
ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ Â ÄÂÓÌÅÐÍÎÌ ÓÏÐÓÃÎÌ ÒÅËÅ

ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÎÒÑËÎÅÍÈß

Ò.Ñ. Ïîïîâà

Ñåâåðî-Âîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Ê. Àììîñîâà, ßêóòñê

Çàäà÷è î ñîïðÿæåíèè òîíêèõ âêëþ÷åíèé â óïðóãîì òåëå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ
êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû, òàê è ñ òî÷êè çðå-
íèÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé â èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâîê çàäà÷ î ñîïðÿæå-
íèè òîíêèõ ïîëóæåñòêèõ âêëþ÷åíèé â äâóìåðíîì óïðóãîì òåëå. Äàííûé êëàññ çàäà÷
ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëÿì êîðîòêèõ âêëþ÷åíèé, õàîòè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ â ìàòðèöå
è êîíòàêòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé. Ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ êîíòàêòà âêëþ÷åíèé: â
êîíöåâûõ òî÷êàõ âêëþ÷åíèé [1], à òàêæå âî âíóòðåííåé òî÷êå îäíîãî èç íèõ (ïðèìå-
ðû äëÿ èçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé ìîæíî íàéòè â [2]). Ê îñîáåííîñòÿì ìîäåëè ìîæíî
îòíåñòè êîíòàêò òåë ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé, ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ
êàê îäíîìåðíûé îáúåêò â äâóìåðíîé ìàòðèöå, à òàêæå îïèñàíèå àíèçîòðîïíîé ìî-
äåëè âêëþ÷åíèÿ. Ïîä àíèçîòðîïèåé ìîäåëè ïîíèìàåòñÿ ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î
òðåáîâàíèÿõ íà èñêîìóþ ôóíêöèþ ïåðåìåùåíèé òî÷åê âêëþ÷åíèÿ. Òàê, â îäíîì èç
íàïðàâëåíèé ïåðåìåùåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ óïðóãèìè è ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîäåëè
òîíêîé óïðóãîé áàëêè, à â äðóãîì íàïðàâëåíèè ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé óäîâëåòâîðÿ-
þò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì íà èõ ñòðóêòóðó è ñîîòâåòñòâóþò æåñòêèì ïåðåìåùåíè-
ÿì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíî èç âêëþ÷åíèé îòñëàèâàåòñÿ îò óïðóãîé ìàòðèöû ñ îá-
ðàçîâàíèåì òðåùèíû, è íà åå áåðåãàõ, êàê íà ÷àñòè ãðàíèöû, çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ
òèïà íåðàâåíñòâ. Äàííûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê íåëèíåéíîñòè çàäà÷è è òðåáóþò ñïå-
öèàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ
äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ïîëó÷åíà ïîëíàÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà, âêëþ÷àþùàÿ ñèñòåìó óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ â îáùåé òî÷êå
âêëþ÷åíèé, ðàññìîòðåíû ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïî ïàðàìåòðó æåñòêîñòè âêëþ÷åíèÿ.
Äëÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîñòðîåíû àëãî-
ðèòìû è ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-21-00469).
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÒÅ×ÅÍÈß Â ÈÇÎÃÍÓÒÎÌ ÊÀÍÀËÅ

À.Â. Ïðîñêóðèí

Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóë

Â èçîãíóòîì êàíàëå, ïîêàçàííîì íà ðèñóíêå, ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðàçëè÷íûå
ðåæèìû òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëàìèíàðíîå òå÷åíèå, îáëàñòè ðåöèðêóëÿöèè, âîçíèêàòü äîðîæêà
âèõðåé çà óãëîì êàíàëà èëè òóðáóëåíòíîå äâèæåíèå. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ðåæèìîâ
äâóìåðíûå âñëåäñòâèå äâóìåðíîé ãåîìåòðèè êàíàëà. Òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ âîçíèêàþò
ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ òå÷åíèé.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áûëà èçó÷åíà ýêñïåðèìåíòàëüíî ßìàñèòîé ñ ñîàâòîðàìè [1].

Äâèæåíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà

∂V

∂t
+ (V · ∇)V = −∇p+

1

Re
∆V ,

∇·V = 0.
(1)

Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ èññëåäîâàëàñü â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè: èçó÷åíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ôóíêöèè. Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü ñïåê-
òðàëüíî-ýëåìåíòíûì ìåòîäîì ïðè ïîìîùè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Nektar++ àíà-
ëîãè÷íî ðàáîòå [2], â êîòîðîé èçó÷åíà óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ â ïëàâíî èçîãíóòîì êà-
íàëå.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÊÂÀÇÈÍÓËÅÂÎÉ ÆÅÑÒÊÎÑÒÈ ÏÐÈ
ÇÀÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ ÒÎÍÊÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ Ñ

ÍÅÇÀÌÊÍÓÒÛÌ ÑÅ×ÅÍÈÅÌ

À.Í. Ïðîõîðîâ1,2, À.Þ. Ëàðè÷êèí1,3, Å. Â. Êàðïîâ1,3

1Ìîñêîâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
2Òþáîë-Öåíòð ÍÑÊ, Íîâîñèáèðñê
3Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ

Â àýðîêîñìè÷åñêîé îòðàñëè àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå àêòèâàòîðû è
óïðóãèå ýëåìåíòû íà îñíîâå èçîãíóòûõ òîíêèõ ïëàñòèíîê (tape spring) äëÿ ñîçäà-
íèÿ óçëîâ ðàçâîðà÷èâàþùèéñÿ êîíñòðóêöèé. Èñïîëüçîâàíèå äàííûõ êîíñòðóêòèâ-
íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ïðîåêòèðîâàòü ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû íå òîëüêî ñ ïîëîæè-
òåëüíîé, íî è êâàçèíóëåâîé æåñòêîñòüþ, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò âèáðîèçîëÿöèè áîð-
òîâîãî îáîðóäîâàíèÿ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ãåîìåòðî-
àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êâàçèíóëåâîé æåñòêîñòè òîíêèõ íåçàìêíóòûõ îáî-
ëî÷åê ïðè çàêðèòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè, à òàêæå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ñ äàííûìè
ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðè ïðîäîëüíîì ñæàòèè äëèííîé òîíêîé ïëàñòèíêè íåçàìêíóòîãî ñå-
÷åíèÿ, ïðåîäîëåâ êðèòè÷åñêóþ ñèëó ïî Ýéëåðó, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû áîëüøèå çàêðè-
òè÷åñêèå ïåðåìåùåíèÿ òîðöà ïëàñòèíêè. Äîñòèãàÿ îïðåäåëåííîãî äèàïàçîíà ïåðåìå-
ùåíèé, òàêàÿ ïëàñòèíêà âåäåò ñåáÿ, êàê óïðóãèé ýëåìåíò ñ êâàçèíóëåâîé æåñòêîñòüþ
ïî ìîìåíòó ñèë. Äàííûé ýôôåêò âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íàêîïëåíèå ýíåðãèè
â ìåñòå èçãèáà òîíêîé îáîëî÷êè ïðîèñõîäèò áëàãîäàðÿ èçìåíåíèþ ôîðìû ñå÷åíèÿ,
òî åñòü ïðè äåôîðìàöèè ÷àñòü äëèíû îáîëî÷êè ñ ñå÷åíèåì â âèäå ñåðïà, ïðèîáðåòà-
åò ïëîñêîå ñå÷åíèå. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýôôåêòà êâàçèíóëåâîé æåñòêîñòè ïðåäëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ñòåðæåíü ïðè åãî äåôîðìàöèè â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè, â âèäå ïðåä-
ñòàâëåííîì íà Ðèñ.1 (a). Â ïëàñòèíêå ïðè äåôîðìèðîâàíèè âîçíèêàþò ÷åòûðå óïðó-
ãèõ øàðíèðà, â êàæäîì èç êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ýôôåêò êâàçèíóëåâîé æåñòêîñòè ïî
ìîìåíòó ñèë, ïðè ýòîì îñåâàÿ êîìïîíåíòà ïðîäîëüíîé ñèëû Fz èìååò íåëèíåéíóþ
ñâÿçü ñ ïåðåìåùåíèåì, ÷òî ïîêàçàíî íà Ðèñ.1 (b).

(a) (b)

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà,
ïðîåêò � 23-19-00258 (https://rscf.ru/project/23-19-00258/).
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ÂÈÍÒÎÂÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß È ÈÕ ÄÂÓÌÅÐÍÛÅ ÀÍÀËÎÃÈ

Â.Â. Ïóõíà÷åâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Âèíòîâûìè òå÷åíèÿìè íàçûâàþòñÿ òå÷åíèÿ, â êîòîðûõ âåêòîðû ñêîðîñòè è åå
âèõðÿ êîëëèíåàðíû. Êëàññ òàêèõ òå÷åíèé áûë îòêðûò È.Ñ. Ãðîìåêîé (1881) è íåçà-
âèñèìî Ý. Áåëüòðàìè (1889). Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ âèíòîâûõ òå÷åíèé ñòèìóëè-
ðîâàë âûõîä ìîíîãðàôèè Î.Ô. Âàñèëüåâà (1958). Ãðîìåêà, Áåëüòðàìè è Âàñèëüåâ
èçó÷àëè ñòàöèîíàðíûå âèíòîâûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â.À.
Ñòåêëîâ (1896) íàøåë âèíòîâûå òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, êîòîðûå ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì âèíòîâûõ òå÷åíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà Áåðíóëëè äëÿ äâèæåíèé êàê èäåàëüíîé, òàê è âÿç-
êîé æèäêîñòè, õîòÿ äâèæåíèå íåïîòåíöèàëüíî. Äîêëàä ñîäåðæèò èçâåñòíûå ïðèìå-
ðû âèíòîâûõ òå÷åíèé, ïîñòðîåííûå Î.È. Áîãîÿâëåíñêèì (1997), Â.Ï. Êîâàëåâûì,
Å.Þ. Ïðîñâèðÿêîâûì è Ã.Á. Ñèçûõ (2017), Â.À. Ãàëêèíûì (2023). Íàéäåíû ïëîñêèå
è âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûå àíàëîãè âèíòîâûõ òå÷åíèé. Äàíî îáîáùåíèå ýòèõ ðå-
çóëüòàòîâ íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ æèäêîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè
ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà, ãðàíò � 24-21-00213.

ÂËÈßÍÈÅ ÁÈÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ ÍÀ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÑÒÀËÜÍÎÃÎ ÓÄÀÐÍÈÊÀ Ñ

ÌÅÒÀËËÎÊÅÐÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÐÅÃÐÀÄÎÉ

Ï.À. Ðàä÷åíêî, À.Â. Ðàä÷åíêî, Ñ.Ï. Áàòóåâ, À.Â. Êàíóòêèí

Èíñòèòóò ôèçèêè ïðî÷íîñòè è ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Òîìñê

Â ðàáîòå ÷èñëåííî èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå áèìåòàëëè÷åñêîé îáîëî÷êè íà âçàèìîäåé-
ñòâèå ñòàëüíîãî óäàðíèêà ñ ìåòàëëîêåðàìè÷åñêîé ïðåãðàäîé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íîð-
ìàëüíîå è êîñîå âçàèìîäåéñòâèå. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííî â òðåõìåðíîé
ïîñòàíîâêå. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ áèìåòàëëè÷åñêîé îáîëî÷êè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâè-
íåö è ìåäü. Âåðõíèé ñëîé ïðåãðàäû � êåðàìèêà, êàðáèä áîðà; íèæíèé ñëîé � àëþìè-
íèé. Ïîâåäåíèå ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ îïèñûâàåòñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäîé,
â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè
ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Ïîâåäåíèå êåðàìèêè îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ óïðóãîõðóïêîé ìîäåëè, äëÿ îïèñà-
íèÿ ðàçðóøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äåôîðìàöèîííûé êðèòåðèé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçîâàííûì â àâòîðñêîì ïðîãðàììíîì
êîìïëåêñå EFES.

Ïðîâåäåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ âðàùåíèÿ óäàðíèêà è áèìå-
òàëëè÷åñêîé îáîëî÷êè íà êèíåìàòèêó ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíèêà ñ ïðåãðàäîé
è ðàçðóøåíèå âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ è ñêîðîñòåé âçàèìîäåé-
ñòâèÿ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-21-
00421, https://rscf.ru/project/24-21-00421/.
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ÌÅÒÎÄ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÐÅËÀÊÑÀÖÈÈ ÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÕ ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ Â
ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÎ ÓÏÐÎ×ÍÅÍÍÎÌ ÏÐÈÇÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÎÁÐÀÇÖÅ

Ñ ÏÎËÓÊÐÓÃËÛÌ ÍÀÄÐÅÇÎÌ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ

Â.Ï. Ðàä÷åíêî1, Ì.Í. Ñàóøêèí1, Ä.Ì. Øèøêèí1

1Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ñàìàðà
2Ñûçðàíñêèé ôèëèàë Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòå-
òà, Ñûçðàíü

Ñóùåñòâîâàíèå ìåëêèõ êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ äåòàëåé è
ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ãàçîòóðáèííûõ äâèãàòåëåé îáóñëîâëåíî êàê ýêñïëóàòàöèîí-
íûìè ôàêòîðàìè (ñêîëû, öàðàïèíû, âìÿòèíû), òàê è êîíñòðóêòèâíîé íåîáõîäèìî-
ñòüþ (êàíàâêè, âûòî÷êè, ïàçû). Íåñìîòðÿ íà ïðèðîäó ñâîåãî ïðîèñõîæäåíèÿ, èõ íà-
ëè÷èå â êîíñòðóêöèÿõ íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà ïðî÷íîñòíîì ðåñóðñå ñèëîâûõ àãðå-
ãàòîâ è óñòàíîâîê, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ âûñîêèõ òåìïåðàòóð.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ îïåðåæàþùåãî ïîâåðõíîñòíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ (ÎÏÏÄ) äëÿ íàâåäåíèÿ ñæèìàþùèõ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé (ÎÍ) â îáëàñòè
êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî ïîâûñèòü ïðî÷íîñòü òàêèõ äåòàëåé,
îäíàêî äëèòåëüíîå âëèÿíèå ýêñïëóàòàöèîííûõ ñèëîâûõ è òåìïåðàòóðíûõ íàãðóçîê,
íåðåäêî ñîïðîâîæäàþùèõñÿ ïðîöåññîì ïîëçó÷åñòè, ïðèâîäèò ê ðåëàêñàöèè íàâåäåí-
íûõ óïðî÷íåíèåì ÎÍ ñæàòèÿ. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå
ìåòîäà îöåíêè êèíåòèêè ÎÍ â äåòàëÿõ ñ êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿæåíèé â óñëîâèÿõ
âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ðåîëîãè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà ïðèìåðå ïîâåðõíîñòíî óïðî÷íåííîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî îá-
ðàçöà 100 × 10 × 10 ìì èç ñïëàâà ÝÏ742 ñ ïîëóêðóãëûì ñêâîçíûì íàäðåçîì ρ =
0.1; 0.2; 0.3; 0.5 ìì, íàõîäÿùåãîñÿ â óñëîâèÿõ òåìïåðàòóðíîé âûäåðæêè ïðè òåìïåðà-
òóðå T2 =650 0C â òå÷åíèå t = 300 ÷ áåç ñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ (òåðìîýêñïîçèöèÿ),
ïðåäñòàâëåíà ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ðåëàêñàöèè ÎÍ ïðè ïîëçó÷åñòè â ïðî-
ãðàììíîì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå ANSYS.

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ [1], ïîýòîìó ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû î ðàñïðåäåëåíèè ÎÍ â îáðàçöå â ¾õîëîäíîì¿ ñîñòîÿíèè (T1 = 20 0C)
ïîñëå ïðîöåäóðû ÎÏÏÄ èñïîëüçîâàëèñü â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îáðàçåö ¾ìãíî-
âåííî¿ ïðîãðåâàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû T2 = 650 0C è âûäåðæèâàåòñÿ ïî âðåìåíè äî t
= 300 ÷, ïîñëå ÷åãî îñóùåñòâëÿåòñÿ åãî òåìïåðàòóðíàÿ ðàçãðóçêà. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
ðàäèóñà íàäðåçà ρ óñòàíîâëåíî, ÷òî çà âðåìÿ âûäåðæêè 300 ÷àñîâ â óñëîâèÿõ ïîëçó-
÷åñòè ïîñëå òåìïåðàòóðíîé ðàçãðóçêè âñå åùå íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ âåëè÷èíà
OH, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýôôåêòèâíîñòè ÎÏÏÄ â óñëîâèÿõ âûñîêèõ òåìïåðàòóð.
Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ àíàëîãè÷íîãî óïðî÷-
íåííîãî ãëàäêîãî ¾áåçäåôåêòíîãî¿ îáðàçöà óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ ãëàäêîãî
îáðàçöà è îáðàçöà ñ íàäðåçîì ρ = 0.1 ìì äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ÎÍ σi = σi(y, t) (i = x,
y, z) è ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè t ∈ [0; 300] ÷ íàáëþäàåòñÿ íàèáîëüøèé óðîâåíü
ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-29-00434).
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÌÓÑÎÐÀ Ñ ÌÎÍÎËÈÒÍÎÉ È ÑËÎÈÑÒÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÎÉ

Ï.À. Ðàä÷åíêî, À.Â. Ðàä÷åíêî, Ñ.Ï. Áàòóåâ, À.Â. Êàíóòêèí

Èíñòèòóò ôèçèêè ïðî÷íîñòè è ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Òîìñê

Ðàñøèðåíèå ìàñøòàáà ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè â êîñìîñå ñîïðîâîæäàåòñÿ íà-
ðàñòàþùèì íåïðåðûâíûì íàêîïëåíèåì ðàçíîîáðàçíûõ ôðàãìåíòîâ â îêîëîçåìíîì
ïðîñòðàíñòâå, ñðåäè êîòîðûõ: ïðåêðàòèâøèå ñâîå àêòèâíîå ñóùåñòâîâàíèå ñïóòíèêè,
ïîñëåäíèå ñòóïåíè ðàêåòîíîñèòåëåé, ýëåìåíòû ñèñòåì îòäåëåíèÿ ñïóòíèêîâ îò íî-
ñèòåëåé, ðàçãîííûå áëîêè, îáëîìêè ñïóòíèêîâ è ðàêåòîíîñèòåëåé, îáðàçîâàâøèåñÿ â
ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûõ èëè çàïëàíèðîâàííûõ âçðûâîâ è ò. ä. Âñå ýòè ôðàãìåíòû, íà-
êàïëèâàÿñü íà îêîëîçåìíûõ îðáèòàõ, îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûé êîñìè÷åñêèé ìóñîð,
÷ðåçìåðíîå îáèëèå êîòîðîãî óæå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò ðåàëüíóþ îïàñ-
íîñòü äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ è äëÿ æèçíè
êîñìîíàâòîâ. Îñêîëêè òåõíîãåííîãî ìóñîðà èìåþò äîâîëüíî øèðîêèé ñïåêòð ïî ìàñ-
ñàì, ôîðìàì è ñêîðîñòÿì ñòîëêíîâåíèÿ èõ ñ çàïóñêàåìûìè êîñìè÷åñêèìè îáúåêòàìè.
Ïðè ýòîì âîçìîæíûå ñêîðîñòè âñòðå÷è òàêèõ îñêîëêîâ ñ äåéñòâóþùèìè êîñìè÷å-
ñêèìè àïïàðàòàìè ïðè äîãîííûõ è ëîáîâûõ ñòîëêíîâåíèÿõ êîëåáëþòñÿ â øèðîêèõ
ïðåäåëàõ (îò 0 äî 15 êì/ñ). Äëÿ çàùèòû êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ øèðîêî ïðèìåíÿ-
þòñÿ ðàçíåñåííûå êîíñòðóêöèè, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî èëè äâóõ òîíêèõ ýêðàíîâ (ùèò
Óèïïëà). Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ òîíêèì ýêðàíîì êîñìè÷åñêàÿ ÷àñòèöà ðàçðóøàåò-
ñÿ, è åå ïîðàæàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü
çàùèùàåìóþ êîíñòðóêöèþ. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷ ïî âçàèìîäåéñòâèþ îñêîëêîâ êîñ-
ìè÷åñêîãî ìóñîðà ñ çàùèòíûì êîðïóñîì ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
çàäà÷åé.

Â ðàáîòå ÷èñëåííî èññëåäóåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ñòàëüíîãî øàðà, ìîäåëèðóþùåãî
÷àñòèöó êîñìè÷åñêîãî ìóñîðà, ñ ìîíîëèòíîé ñòàëüíîé îáîëî÷êîé è äâóõñëîéíîé îáî-
ëî÷êîé, ñîñòîÿùåé èç ñëîÿ îðòîòðîïíîãî êîìïîçèòà è àëþìèíèÿ. Ðàññìîòðåí äèà-
ïàçîí ñêîðîñòåé âçàèìîäåéñòâèÿ 1�10 êì/ñ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ
ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè óäàðíî-
âîëíîâîé êàðòèíû è ðàçâèòèÿ ðàçðóøåíèÿ â óäàðíèêå è îáîëî÷êå. Â ìåòîäå ðåàëè-
çîâàí àëãîðèòì ýðîçèîííîãî ðàçðóøåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè è íåèñêàæåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-21-
00421, https://rscf.ru/project/24-21-00421/.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÐÀÇÐÓØÀÞÙÅÉ ÍÀÃÐÓÇÊÈ
ÏËÀÑÒÈÍ Ñ ÎÒÂÅÐÑÒÈÅÌ

Å.È. Ðîìàíåíêî1,2, È.À. Áàíùèêîâà2,3, À.Í. Ïåëü2

1ÑèáÍÈÀ èì Ñ.À. ×àïëûãèíà, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
3Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ïîäòâåðæäåíèÿ ë¼òíîé ãîäíîñòè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ñîãëàñíî àâèàöèîííûì
ïðàâèëàì [1] íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ïî ðàçðóøàþùèì íàãðóçêàì. Îäíàêî, îáùåïðè-
íÿòûå ïðî÷íîñòíûå ðàñ÷¼òû àâèàöèîííûõ êîíñòðóêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ ïàêåòîâ ïðîâîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ óïðóãèõ äåôîðìàöèé è íå ïðåäïîëàãàþò
îïðåäåëåíèå ðàçðóøàþùèõ íàãðóçîê. Èõ îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì
òîëüêî ïîñëå èñïûòàíèé íàòóðíûõ êîíñòðóêöèé ñàìîëåòà äî ðàçðóøåíèÿ, ÷òî ÿâ-
ëÿåòñÿ î÷åíü çàòðàòíûì è òðóäîåìêèì ïðîöåññîì. Íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâó-
åò îáùåïðèíÿòûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçðóøàþùåé íàãðóçêè
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, õîòÿ ñîâðåìåííûå ïàêåòû ïðåäîñòàâëÿþò
âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷¼òîâ ñ ó÷¼òîì ôèçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåé-
íîñòè.

Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ðàçðóøàþùåé íà-
ãðóçêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå ANSYS. Âàëèäàöèÿ
àëãîðèòìà âûïîëíåíà íà ïëàñòèíàõ ñ êðóãëûì îòâåðñòèåì. Èññëåäîâàíû êàê îäíî-
ðîäíûå ïëàñòèíû, èçãîòîâëåííûå èç îäíîãî èç ñïëàâîâ Ä16Ò èëè Â95, òàê è êîìáè-
íèðîâàííûå îáðàçöû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ïëàñòèí, îäíà èç êîòîðûõ èçãîòîâëåíà èç
ñïëàâà Ä16Ò, à âòîðàÿ èç ñïëàâà Â95. Â êîìáèíèðîâàííûõ îáðàçöàõ â ðàñòÿãèâàåìîé
îáëàñòè, ãäå ïëàñòèíû ñîïðèêàñàþòñÿ, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåíèå âîçíèêàþùåå ìåæ-
äó èõ ïîâåðõíîñòÿìè ñëàáî âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ, ò.å. îòñóòñòâóåò çàäàíèå
êàêèõ-ëèáî óñëîâèé êîíòàêòà. Â îáëàñòè çàõâàòîâ ïëàñòèíû ñèëüíî ïðèæèìàþòñÿ
äðóã ê äðóãó è æåñòêî ôèêñèðóþòñÿ â çàõâàòûâàþùèõ óñòðîéñòâàõ. Â ðàñ÷åòàõ èñ-
ïîëüçóþòñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîâ, ïîëó÷åííûå èç èñïûòàíèé
íà ðàñòÿæåíèå ãëàäêèõ îáðàçöîâ áåç îòâåðñòèé. Ïîñòðîåíû óñëîâíûå è èñòèííûå
äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ. Äëÿ îáðàçöîâ ñ îòâåðñòèåì ðàçëè÷èå ðàç-
ðóøàþùåé íàãðóçêè, ïîëó÷åííîé èç èñïûòàíèé íà ðàçðûâíîé ìàøèíå, îò íàãðóçêè,
íàéäåííîé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîñòàâèëî íå áîëåå 2%. Ïðåäåëüíàÿ íà-
ãðóçêà äëÿ ïëàñòèí ñ îòâåðñòèåì, âû÷èñëåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè èäåàëüíî-
ãî æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè [2], îêàçàëàñü
çíà÷èòåëüíî íèæå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàçðóøàþùåé íàãðóçêè, ïîñêîëüêó ðàñ÷åò ïî
ìîäåëè èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè íå ó÷èòûâàåò ýôôåêò óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà.
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ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ
ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â.Ã. Ðîìàíîâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàøèå
íåëèíåéíîñòè â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ. Îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò êîýôôèöèåíòû ïðè íåëè-
íåéíûõ ÷ëåíàõ. Òèïè÷íàÿ ïîñòàíîâêà ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü ëîêàëèçîâàíà â íåêîòîðîì øàðå B
òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âíå ýòîãî øàðà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð çàäàí è
ñîâïàäàåò ñ âîëíîâûì îïåðàòîðîì. Èç îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà íà íåîäíîðîäíîñòü
ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà ñ íàïðàâëåíèåì ν ∈ S2. Ïðîõîæäåíèå ýòîé âîëíû ÷åðåç íåëè-
íåéíóþ íåîäíîðîäíîñòü íàáëþäàåòñÿ íà ãðàíèöå S îáëàñòè B äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè
áëèçêèõ ê ïðèõîäó áåãóùåé âîëíû â òî÷êè S è äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ν. Ïîëó-
÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòàíîâêè è àíàëèçà îáðàòíûõ çàäà÷. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàòíûå
çàäà÷è î ïîñòðîåíèè èñêîìûõ ôóíêöèé ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å òîìîãðàôèè â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ãëàâíàÿ ÷àñòü ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà ïîñòîÿííà â B, èëè ê çàäà÷å
èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ñ çàäàííûì âåñîì, êîãäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîâ â
B îïðåäåë¼í íà ðèìàíîâîì ìíîîáðàçèè. Ïðèâåäåíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàòíûõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû ñîîáùåíèÿ îñíîâàíû íà ðàáîòàõ [1]-[3].
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ãîñóäàðñòâåííûì çàäàíèåì Èíòèòóòà ìàòåìà-

òèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWNF-2022-0009).
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Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì. À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Èçó÷åíèå áàëàíñà ýíåðãèè â äèíàìèêå ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè ïîçâîëÿåò
îòñëåäèòü ïåðåòîê ýíåðãèè ñ áîëüøèõ ìàñøòàáîâ, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò íàãíåòàíèå,
äî ìàëûõ, ãäå èìååò ìåñòî äèññèïàöèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü òå÷åíèÿ çàìêíóòà, à
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íàãíåòàíèå ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò äâèæåíèé ìàëîé àìïëèòóäû, çà ïîòîê ýíåðãèè îòâå-
÷àþò ïîãðàíè÷íûå ñëîè è ïîëå ãåíåðèðóåìûõ âíóòðåííèõ âîëí.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âíóòðåííèå âîëíû â òðàïåöèåâèäíîé ãåîìåòðèè,
ãåíåðèðóåìûå êîëåáàíèÿìè âåðòèêàëüíîé ïëàñòèíû. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ââèäó ñïå-
öèôè÷åñêîãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, âîëíû ôîêóñèðóþòñÿ, à âîëíîâàÿ ýíåðãèÿ
êîíöåíòðèðóåòñÿ íà âîëíîâîì àòòðàêòîðå [1].

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè âåëè÷èí, ó÷àñòâóþùèõ â òàêîì ïðîöåññå, çàòðóäíè-
òåëüíû: äëÿ èçìåðåíèÿ ìîùíîñòè â ñèñòåìå íåîáõîäèìî çíàòü ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëå-
íèÿ â êàæäîé òî÷êå ïîäâèæíîé ãðàíèöû. Â ðàáîòå [2] èñïîëüçîâàëñÿ ïîëóàíàëèòè÷å-
ñêèé ìåòîä, à èìåííî, ïîëå ñêîðîñòè èçìåðÿëîñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà PIV â öåíòðàëü-
íîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âîëíîïðîäóêòîðó. Äàëåå, èñïîëüçóÿ
èçìåðåííîå ïîëå ñêîðîñòè, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ãðàäèåíò äàâëåíèÿ èç ëèíåàðèçîâàí-
íûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èíòåãðèðóåòñÿ â ïàêåòå Matlab. Ïî-
êàçàíî, ÷òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî òî÷íî îöåíèòü áàëàíñ ýíåð-
ãèè òîëüêî â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû âûïîëíåíà
îöåíêà íàãíåòàåìîé ìîùíîñòè ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ïîäõîäîâ: ïðÿìîå äâóìåðíîå
÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Nek5000, èçìåðåíèÿ ìîùíîñòè ñ ïîìî-
ùüþ äàò÷èêîâ óãëîâûõ êîëåáàíèé è äàò÷èêà ëèíåéíûõ ïåðåìåùåíèé, çàêðåïëåííûõ
íà âîëíîïðîäóêòîðå, à òàêæå îïèñàííûé âûøå ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä.

Áûëè ïîëó÷åíû ãðàôèêè ìîùíîñòè òðåìÿ îïèñàííûìè âûøå ñïîñîáàìè, äëÿ ëè-
íåéíîãî è íåëèíåéíîãî ñëó÷àåâ. Îòìå÷àåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó òðåìÿ ìåòîäàìè. Äàííûå, ïîëó÷åííûå ñ äàò÷èêîâ íèæå îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ïðè
ïîìîùè ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðè ïîìîùè ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ââèäó òðåõìåð-
íîñòè îáëàñòè è îòñóòñòâèÿ â îöåíêàõ äèññèïàöèè íà ãîðèçîíòàëüíûõ ñòåíêàõ. Â
íåëèíåéíîì ñëó÷àå â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ íàáëþäàþòñÿ ñèëüíûå îñöèëëÿöèè ïîñëå
30 ïåðèîäîâ êîëåáàíèé, ñâÿçàííûå ñ âîçíèêíîâåíèåì òðèàäíîãî ðåçîíàíñà è âîëíîâîé
òóðáóëåíòíîñòè.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÎÑÐÅÄÍÅÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÒÅÐÌÎÓÏÐÓÃÎÃÎ
ÒÅËÀ, ÀÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÒÎÍÊÈÌÈ ÂÎËÎÊÍÀÌÈ

Å.Ì. Ðóäîé, Ñ.À. Ñàæåíêîâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Â ðàìêàõ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè èçó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðìîóïðó-
ãîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî òîíêèå âêëþ÷åíèÿ (âîëîêíà). Âêëþ÷åíèÿ ïàðàëëåëüíû äðóã
äðóãó, è, òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîäåðæèò ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ε, êîòî-
ðûé îïèñûâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè âêëþ÷åíèÿìè. Îïèðàÿñü íà ñëà-
áóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è, ìû èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè ε ñòðåìÿùèìñÿ ê
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íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì õîðîøî ïîñòàâëåííóþ ãîìîãåíèçèðîâàííóþ (îñðåä-
íåííóþ) ìîäåëü àíèçîòðîïíîãî êîìïîçèòà, â êîòîðîé íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü
êàæäîå îòäåëüíîå âêëþ÷åíèå. Ïðîöåññ ãîìîãåíèçàöèè îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òåî-
ðèè äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÇÀÄÀ×À Î ÁÅÃÓÙÅÉ ÄÈÑËÎÊÀÖÈÈ

Â.Ì. Ñàäîâñêèé, Î.Â. Ñàäîâñêàÿ

Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê

Íàðÿäó ñ ìåäëåííî ðàñòóùèìè òðåùèíàìè ñäâèãà, â òâåðäûõ ãîðíûõ ïîðîäàõ íà
ãëóáèíàõ ñåéñìè÷åñêîé àêòèâíîñòè â çåìíîé êîðå íàáëþäàþòñÿ ðàçðûâû, êîòîðûå
ðàñòóò ñ àíîìàëüíî âûñîêîé ñêîðîñòüþ, ñðàâíèìîé ñî ñêîðîñòÿìè óïðóãèõ âîëí. Äëÿ
îáúÿñíåíèÿ ýòîãî ýôôåêòà ïðîôåññîð Á. Ã. Òàðàñîâ ïðåäëîæèë îðèãèíàëüíûé ìåõà-
íèçì. Ïî åãî ïðåäñòàâëåíèÿì, â âåðøèíå ðàçðûâà ïîä äåéñòâèåì áîêîâîãî äàâëåíèÿ,
ïðåïÿòñòâóþùåãî ïðîäâèæåíèþ îñíîâíîé òðåùèíû, îáðàçóåòñÿ âååðíàÿ ñòðóêòóðà èç
äîìèíî ïëàñòèí (ñì. ðèñóíîê). Ïëàñòèíû ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðè âîçíèêíîâåíèè îòíî-
ñèòåëüíî íåáîëüøèõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â îêðóæàþùåì ìàññèâå è, ÷òî ñàìîå
ãëàâíîå, ñîõðàíÿþò ñâîþ öåëîñòíîñòü ïðè âðàùåíèè, ñíèæàÿ òåì ñàìûì òðåíèå ïðàê-
òè÷åñêè äî íóëåâîé îòìåòêè.

Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè âååðíîé ñèñòåìû, âîçíèêàþùåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ
óïðóãèõ áëîêîâ ãîðíîé ïîðîäû, â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåíà â [1]. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âîêðóã ðàâíîâåñíî-
ãî âååðà ðàçðàáîòàí ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äèñëîêàöèé. Äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çà-
äà÷è ïîñòðîåíà íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ êîíòðîëèðóåìîé äèññèïàöèåé ýíåðãèè [2].
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Íà ìíîãîïðîöåññîðíîé êëàñòåðíîé ñèñòåìå ÈÂÌ ÑÎ ÐÀÍ âûïîëíåíû ðàñ÷åòû äèíà-
ìèêè âååðà íà ýòàïå ñòðàãèâàíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî ìîìåíòà ñèë òðåíèÿ
ïðè ñòðàãèâàíèè ïîëó÷åíî åãî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ÷åðåç èíâàðèàíòíûé èíòå-
ãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó âååð.

Ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ñäâèãîâîãî ðàçðûâà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïðèìåíÿåò-
ñÿ ìîäåëü áåãóùåé êðàåâîé äèñëîêàöèè Âîëüòåððà. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè èññëåäîâà-
íû âàðèàíòû ìåäëåííîãî è áûñòðîãî äâèæåíèÿ äèñëîêàöèè îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòåé
ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîëí.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì, ôèíàíñèðóåìûìÌè-
íîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ìåðîïðèÿòèé ïî ñîçäàíèþ è ðàçâèòèþ ðåãèîíàëüíûõ ÍÎÌÖ
(Ñîãëàøåíèå 075-02-2023-912).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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Modelling the static stress-strain state around the fan-structure in the shear rupture
head. Applied Mathematical Modelling. 2018. V. 57. P. 268�279.

2. Sadovskii V.M., Sadovskaya O.V. Numerical algorithm based on implicit �nite-
di�erence schemes for analysis of dynamic processes in blocky media. Russian Journal
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ÑÊÎÐÎÑÒÜ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÄÅÒÎÍÀÖÈÎÍÍÎÉ ÂÎËÍÛ Ñ
ÄÂÓÕÑÒÀÄÈÉÍÎÉ ÐÅÀÊÖÈÅÉ Â ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÅ

Ð.Å. Ñåìåíêî1,2, Õ. Ð. Ðàóôîâ3

1Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
3Ñîâìåñòíûé Áåëîðóññêî-Óçáåêñêèé ìåæîòðàñëåâîé èíñòèòóò ïðèêëàäíûõ
òåõíè÷åñêèõ êâàëèôèêàöèé, Òàøêåíò

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îäíîìåðíîé ñòàöèîíàðíîé äåòîíàöèîííîé âîëíå â ïî-
ðèñòîé ñðåäå. Ïðîöåññ äåòîíàöèè ìîäåëèðóåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà ñ ðåàêöèåé è ñ
ó÷åòîì ïîòåðü èìïóëüñà çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîäóêòîâ ãîðåíèÿ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè.
Ðåàêöèÿ îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ñòàäèÿìè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ýêçîòåðìè÷åñêîé,
à âòîðàÿ � ýíäîòåðìè÷åñêîé.

Ðàñ÷åò äåòîíàöèè ñ ïîòåðÿìè îñëîæíåí íàëè÷èåì çâóêîâîé òî÷êè â çîíå ðåàêöèè,
÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè äåòîíàöèîííîé âîë-
íû, à ñ äðóãîé � ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìó ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðåøåíèÿ, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç ýòó òî÷êó. Èçâåñòíî, ÷òî êðèâàÿ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè äåòîíàöèè è âåëè÷èíû
ïîòåðü ìîæåò èìåòü S-îáðàçíûé ïðîôèëü [1], ðàçáèâàþùèé ìíîæåñòâî ðåøåíèé íà
íåñêîëüêî âåòâåé. Â ðàáîòå [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ïîòåðü êàê èìïóëüñà, òàê è
òåïëà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ êîíòèíóàëüíîé îáëàñòè ðåøåíèé íà ýòîé êðèâîé.
Âìåñòå ñ òåì, äîáàâëåíèå ýíäîòåðìè÷åñêîé ñòàäèè ðåàêöèè òàêæå, íàçàâèñèìî îò
íàëè÷èÿ ïîòåðü, ìîæåò ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ çâóêîâîé òî÷êè â çîíå ðåàêöèè
[3]. Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ñëó÷àþ, êîãäà îáà ýòèõ ôàêòîðà � ïîðåòè
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èìïóëüñà è ýíäîòåðìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ � ðàáîòàþò îäíîâðåìåííî. Ïîêàçàíî, ÷òî â îò-
äåëüíûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äâóõ çâóêîâûõ
òî÷åê è ïîòåíöèàëüíîìó ðàçðóøåíèþ ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà Ð.Å. Ñåìåíêî âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêà-
äåìãîðîäêå, ñîãëàøåíèå ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè � 075-15-2022-281.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂßÇÊÎÑÒÈ ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ
ÏÐÈ ÈÇÌÅÍÅÍÈÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

À.Á. Ñåì¼íîâ, Ï.Ï. Ãóëåâöîâ, À. Èâàíîâ

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ìåäèöèíñêèé óíèâåðñèòåò

Êîëè÷åñòâåííîå çíà÷åíèå âÿçêîñòè êðîâè äà¼ò öåííûå ñâåäåíèÿ äëÿ äèàãíîñòèêè
è ëå÷åíèÿ çàáîëåâàíèé â ãåìîëîãèè, ïðè çàáîëåâàíèè êðîâè è îðãàíîâ êðîâåòâîðåíèÿ.
Ïî çíà÷åíèþ êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè â ãèãèåíå ïèòàíèÿ ñóäÿò î êà÷åñòâå íåêîòîðûõ
ïðîäóêòîâ (ñàõàðà, ñèðîïà, ñîêîâ). Çíàíèå âÿçêîñòè íåîáõîäèìî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
ìåõàíèçìîâ ìíîãèõ ÿâëåíèé: îáìåíà âåùåñòâ è ýíåðãèè, äèôôóçèÿ âåùåñòâ ñêâîçü
ìåìáðàíû êëåòîê, ïîäâèæíîñòè èîíîâ â áèîñèñòåìàõ. Äàííûé äîêëàä ïîñâÿù¼í èñ-
ñëåäîâàíèþ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ âÿçêîñòè êðîâè â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ.
Â äîêëàäå äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè âÿçêîñòè êðîâè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
êðîâåçàìåùàþùèå æèäêîñòè â ðàçíîé êîíöåíòðàöèè, èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè êðî-
âåçàìåùàþùåé æèäêîñòè ïîçâîëèò ìîäåëèðîâàòü èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè â êðîâè
íåêîòîðûõ âåùåñòâ: íàïðèìåð ñàõàðà. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä êàïèëëÿðíûõ òðóáîê. Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ òàêæå âàðüèðóåòñÿ òåìïåðàòó-
ðà. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ïðîâîäèòñÿ êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà âÿçêîñòè.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ èçìåðåíèé ñëåäóþùèé:

1 Íàïîëíÿþò áþðåòêó äèñòèëëèðîâàííîé âîäîé, ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ ñåêóíäî-
ìåðà îïðåäåëÿþò âðåìÿ èñòå÷åíèÿ îïðåäåë¼ííîãî îáú¼ìà âîäû.

2 Ïîäîáíûå èçìåðåíèÿ âûïîëíÿþò ñ ðàñòâîðàìè ïîñòåïåííî âîçðàñòàþùèõ êîí-
öåíòðàöèé.

3 Ïî ðàáî÷åé ôîðìóëå îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè èññëåäóå-
ìûõ ðàñòâîðîâ.

4 Ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ïðåäñòàâëåí â âèäå ãðàôèêà.
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅÌ ÃÈÄÐÎÀÊÓÑÒÈ××ÅÑÊÎÃÎ
ÐÅÇÎÍÀÍÑÀ Â ÒÅ×ÅÍÈÈ ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

À.Á. Ñåì¼íîâ, Ä. Ðîãàëåâ

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ìåäèöèíñêèé óíèâåðñèòåò

Çíà÷åíèå çíàíèé î äèíàìèêè ðàçâèòèÿ ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé â äâèæóùèìñÿ ïî-
òîêå êðîâè î÷åíü âåëèêî: ïðè ðàçâèòèè àêóñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîòîêå êðîâè ìîæåò
ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ ïóçûðüêîâ è òðîìáà. Äàííûé äîêëàä ïîñâÿù¼í èññëåäîâà-
íèþ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ è ïîäàâëåíèÿ âîçìîæíûõ ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé â ïîòîêå
áèîëîãè÷åñêèõ æèäêîñòåé. Â äîêëàäå äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè àêóñòè÷åñêèõ ÿâ-
ëåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè êðîâè
ïðèìåíÿåòñÿ òå÷åíèå æèäêîñòè ïî ãèáêîìó øëàíãó ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè âíóòðè íåãî
â âèäå ìèêðîïëàñòèíîê ïðè îïðåäåë¼ííûõ äëèíå è øèðèíå ìèêðîïëàñòèíêè â êàíàëå
îáðàçóþòñÿ ïóçûðüêè, òàêæå, ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî åñëè â ïîòîêå óæå åñòü êðóïíûå
ïóçûðüêè, òî ñ íèìè ìîæíî áîðîòüñÿ ðàñïîëîæèâ â ïîòîêå ïðåïÿòñòâèÿ - ìèêðîïëà-
ñòèíêè îïðåäåë¼ííîé äëèíû è òîëùèíû. Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû
îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ ðàçìåðû ïðåïÿòñòâèé îïàñíûå äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïóçûðü-
êîâ, ýòèìè ïðåïÿòñòâèÿìè ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, îòëîæåíèÿ õîëåñòåðèíà. Â äîêëàäå
ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé îöåíêè ðåçîíàíñíûõ òå÷åíèé ìîäåëüíîé
æèäêîñòè (ìîäåëü êðîâè) âáëèçè ïðåïÿòñòâèé.

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÇÀÊÎÍÎÂ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÌÄÒÒ

Ñ.È. Ñåíàøîâ, È.Ë. Ñàâîñòüÿíîâà

Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò íàóêè è òåõíîëîãèé èì. Ì.Ô. Ðå-
øåòíåâà, Êðàñíîÿðñê

Ë.Â.Îâñÿííèêîâ ñ÷èòàë, ÷òî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
åñòü ÷àñòü ãðóïïîâîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷èâ èõ îïèñàíèå
â ñâîþ ìîíîãðàôèþ [1]. Ïîçäíåå çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ óæå áîëüøåå âíèìàíèå óäåëèë
åãî ó÷åíèê � Í.Õ.Èáðàãèìîâ [2]. Îíè îòìå÷àëè ñóùåñòâåííóþ ðîëü çàêîíîâ ñîõðà-
íåíèÿ â ðÿäå âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (â
ñèëó íåëîêàëüíîñòè ýòèõ çàêîíîâ).
Ë.Â. Îâñÿííèêîâ ïîñòàâèë âîïðîñ: ¾Ìîãóò ëè ñðåäñòâà ãðóïïîâîãî àíàëèçà ïîìî÷ü
ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è è â ÷åì èìåííî ìîæåò âûðàçèòüñÿ ýòà ïîìîùü?¿ [1, ñòð.
367]. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [3].
Â ïðåäëàãàåìîì äîêëàäå ïîêàçàíî, êàê çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèé òåîðèè èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè
è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Òåì ñàìûì ïîëó÷åí ÷àñòè÷íûé îòâåò íà âîïðîñ Ë.Â.
Îâñÿííèêîâà.
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ÌÎÄÅËÜ ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÈÑÒÅÌÛ ÒÈÒÀÍ�ÍÈÊÅËÜ ÏÐÈ
ÂÛÑÎÊÈÕ ÏËÎÒÍÎÑÒßÕ ÝÍÅÐÃÈÈ

Í.Í. Ñåðåäêèí1, Ê.Â. Õèùåíêî1,2,3

1Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò âûñîêèõ òåìïåðàòóð ÐÀÍ, Ìîñêâà
2Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Äîëãîïðóäíûé
3Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ×åëÿáèíñê

Â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óäàðíî-âîëíîâûõ ïðîöåññîâ äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû � çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è
ýíåðãèè � íåîáõîäèìî çíàòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñðåäû [1, 2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ èíäèâèäóàëü-
íûõ âåùåñòâ â ôîðìå E = E(V, T ) è P = P (V, T ), ãäå E � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ; P � äàâëåíèå; V � óäåëüíûé îáúåì; T � òåìïåðàòóðà. Òàêæå ïðåäëîæåíà
ìîäåëü òåðìîäèíàìèêè ñìåñåé íà îñíîâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ êîìïîíåíòîâ â ñëåäó-
þùåì âèäå:

V1N(P, T ) =
N∑
i=1

αiVi(P, T ), E1N(P, T ) =
N∑
i=1

αiEi(P, T ), (1)

ãäå V1N è E1N � óäåëüíûé îáúåì è óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñìåñè; Vi, Ei è αi �
óäåëüíûé îáúåì, óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è ìàññîâàÿ äîëÿ i-òîãî êîìïîíåíòà;
N � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíòîâ.

Ìîäåëü (1) ïðèìåíåíà äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåìû òèòàí�íèêåëü. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòà óäàðíûõ àäèàáàò òèòàíà, íèêåëÿ è èõ ñìåñåé íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè
ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè óäàðíî-âîëíîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ
ýíåðãèè.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÐÎÂÎÒÎÊÀ Â ÎÁËÀÑÒßÕ ÑÎÅÄÈÍÅÍÈß
ÑÎÑÓÄÎÂ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈ ÈÍÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÕ

ÍÅÉÐÎÑÅÒÅÉ

Ñ.Ñ. Ñèìàêîâ1,2,3, À.À. Èñàåâ2, Ò.Ê. Äîáðîñåðäîâà2, À.À. Äàíèëîâ2,3

1Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëü-
ñêèé óíèâåðñèòåò)
2Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èì. Ã.È. Ìàð÷óêà ÐÀÍ, Ìîñêâà
3Ñå÷åíîâñêèé óíèâåðñèòåò, Ìîñêâà

Àíàëèç äèíàìèêè êðîâîòîêà â îáëàñòÿõ ñîåäèíåíèÿ ñîñóäîâ èãðàåò âàæíóþ ðîëü
äëÿ äåòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåìîäèíàìèêè ïðè íàëè÷èè ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çà-
áîëåâàíèé è ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ñòðàòåãèé ëå÷åíèÿ. Îöåíêà ñ âûñîêîé òî÷íî-
ñòüþ ïàðàìåòðîâ êðîâîòêà äëÿ êîíêðåòíîãî ïàöèåíòà, âêëþ÷àÿ äàâëåíèå è ïîòîêè,
ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü êà÷åñòâî è ñêîðîñòü ïðèíÿòèÿ êëèíè÷åñêèõ ðåøåíèé, íàïðèìåð,
ïî ïîâîäó ïðîâåäåíèÿ ñîñóäèñòûõ îïåðàöèé. Ñëîæíîñòü ãåîìåòðèè îáñóæäàåìûõ îá-
ëàñòåé è ôèçè÷åñêèõ óñëîâèé (âûñîêèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, ñëîæíûå ôîðìû ëèíèé
òîêà è äð.) ñîçäàþò òðóäíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåîäîëåíû ñ ïîìîùüþ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íîâûì ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ãëóáîêî-
ãî îáó÷åíèÿ äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè [1]. Ôèçè÷åñêè èíôîðìèðîâàííûå
íåéðîñåòè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü íà ýòàïå îáó÷åíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé î
ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ,
ñóùåñòâåííî ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ê îáúåìó íàáîðà äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ, ïîâûñèòü
íàäåæíîñòü è êîððåêòíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïðåäñêàçàíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïóòåì ìîäèôèêàöèè ôóíêöèè îøèá-
êè ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû â îáëàñòè ñîåäèíåíèÿ ñîñóäîâ è
ñèììåòðèè ïîòîêà â ñëó÷àå áèôóðêàöèè. Ðàññìîòðåíû äâå êîíôèãóðàöèè: áèôóð-
êàöèÿ [2] è îáëàñòü, ñôîðìèðîâàííàÿ ÷åòûðüìÿ ñîñóäàìè â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ
îïåðàöèè Ôîíòåíà [3]. Äàííûå äëÿ îáó÷åíèÿ ñãåíåðèðîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ-
ìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà áåç ó÷åòà ïîäâèæíîñòè ãðàíèö. Îò-
íîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íà òåñòîâûõ âûáîðêàõ ñîñòàâèëà ñîîòâåòñòâåííî 2.5% è
6%;.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 21-71-30023).
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ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÒÅÍÇÎÐÍÛÕ ÏÎËÅÉ Â
ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ ÂÅÐØÈÍÛ ÒÐÅÙÈÍÛ ÏÐÈ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ

Å.Â. Ñèìîíîâà, À.À. Ãðèñÿê

Ñàìàðñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà
Ñ.Ï. Êîðîëåâà

Îïðåäåëåíèå òåíçîðíûõ ïîëåé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû óïðóãîïëàñòè-
÷åñêèõ òåë â âèäå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëü-
íûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Â îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ïðèíÿòà
ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [1] ìåòîäîëîãèÿ òðåõ÷ëåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîëåé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû â
óïðî÷íÿþùåìñÿ ìàòåðèàëå ïðè ñòåïåííîì çàêîíå âèäà εij = 3

2
Bσn−1

e sij.
Ôóíêöèÿ Ýðè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåííîãî ðàçëîæåíèÿ:

F (r, θ) =
∞∑
k=1

Akr
λk+1fk(θ) = A1r

λ1+1f1(θ) + A2r
λ2+1f2(θ) + A3r

λ3+1f3(θ) + . . . , (1)

â êîòîðîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk è àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû Ak ñâÿçàíû ñ
ïàðàìåòðàìè ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèÿ:

λ3 = 2(λ2 − λ1) + λ1, λ4 = 3(λ2 − λ1) + λ1, . . . , λk = (k − 1)(λ2 − λ1) + λ1, . . .

A3 =
A2

2

A1

, A4 =
A3

2

A2
1

, . . . , Ak =
Ak−1

2

Ak−2
1

, . . .

Óêàçàííûå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ1 = n
1+n

, ãäå n �
ïðî÷íîñòíîé ïîêàçàòåëü ìàòåðèàëà; λ2 íà îñíîâå äàííûõ ðàáîòû [1]; A1, A2 èç âû-
÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà SIMULIA Abaqus.

Ïðîâåäåííûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â âèäå:

σij(r, θ) =
∞∑
k=1

Ak−1
2

Ak−2
1

r(k−1)(λ2−λ1)+λ1−1σ
(k)
ij (θ),

εij(r, θ) =
3

4
B

(√
3

2

)n−1 ∞∑
k=1

A
n−(k−1)
1 Ak−1

2 rn(λ1−1)+(k−1)(λ2−λ1)ε
(k)
ij (θ),

äëÿ êîòîðûõ óãëîâûå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ σ(k)
ij (θ) è ε(k)

ij (θ) ñâÿçàíû ñ ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè fk(θ) ðàçëîæåíèÿ (1) ñîîòíîøåíèÿìè:

σ(k)
rr (θ) = (λk + 1)f1(θ) + f ′′k (θ), σ

(k)
θθ (θ) = λk(λk + 1)fk(θ), σ

(k)
rθ (θ) = −λkf ′k(θ);

ε(k)
rr (θ) = −ε(k)

θθ (θ) =
3

4
Bσn−1

e

(
σ(k)
rr (θ)− σ(k)

θθ (θ)
)
, ε

(k)
rθ (θ) =

3

2
Bσn−1

e σ
(k)
rθ (θ).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè fk(θ) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìîé èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé.
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÃËÎÁÀËÜÍÛÕ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ
ÐÅØÅÍÈÉ Ñ ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÌÈ ÍÎÑÈÒÅËßÌÈ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ

ÇÀÄÀ×È ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂËÀÑÎÂÀ-ÏÓÀÑÑÎÍÀ Â
ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèé

Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ èì. Ï.Ëóìóìáû, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Âëàñîâà-Ïóàññîíà ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïî-
ëåì â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ êðàåâûì óñëîâèåì Íåéìàíà äëÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ è óñëîâèÿìè óïðóãîãî îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå. Ýòà çàäà÷à ìîäåëèðóåò êèíåòè-
êó âûñîêîòåìïåðàòóðíîé äâóõêîìïîíåíòíîé ïëàçìû. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ íà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíî-
ñòè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ëåæàùèìè íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèöû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ìåãàãðàíò ñîãëàøåíèå N 075-15-2022-1115).
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÌÎÐÑÊÈÕ ÂÎËÍ
È ÂÎËÍ-ÓÁÈÉÖ Â ÐÀÌÊÀÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÝÉËÅÐÀ

À.Â. Ñëþíÿåâ

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ôèçèêè èì. À.Â. Ãàïîíîâà-Ãðåõîâà, Íèæíèé Íîâãîðîä
ÍÈÓ - Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè, Íèæíèé Íîâãîðîä
Òèõîîêåàíñêèé îêåàíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.È. Èëüè÷åâà ÄÂÎ ÐÀÍ,
Âëàäèâîñòîê

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ïðîáëåìû ò.í. �âîëí-óáèéö� � íåîáû÷íî âûñîêèõ
âîëí, âîçíèêàþùèõ íà ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè íåîæèäàííî ÷àñòî, ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ýôôåêòîâ, íå ó÷èòûâàåìûõ ñîâðåìåííûìè ïðîãíîñòè÷åñêèìè (êèíåòè÷åñêèìè) ìîäå-
ëÿìè. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè àíñàìáëåé ìîðñêèõ âîëí â ðàìêàõ èñõîä-
íûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ñëèøêîì òðóäîçàòðàòíî, ïîòîìó îáû÷íî èñïîëüçóþò
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�ïî÷òè ïîëíûå� óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè, â ÷àñòíîñòè, ïîòåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðèâëåêàþò ïðîöåññû íåëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ âîëíîâûõ
âçàèìîäåéñòâèé, ïðèâîäÿùèå ê íàðóøåíèþ ïðåäïîëîæåíèé ñëó÷àéíîãî ãàóññîâîãî
ïðîöåññà, ëåæàùèõ â îñíîâå ñîâðåìåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ìîðñêèõ âîëí.

Äëÿ îïèñàíèÿ äîìèíèðóþùèõ â ñëó÷àå íå ñëèøêîì êðóòûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå
÷åòûðåõâîëíîâûõ âçàèìîäåéñòâèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èñïîëüçóåòñÿ íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è åãî ðåøåíèÿ [1]. Áîëüøîå âíèìàíèå ïîëó÷àþò çàäà÷è îïèñà-
íèÿ ñïîíòàííîé ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè è ñîëèòîííîãî ãàçà ñ èñïîëüçîâàíèåì
àïïàðàòà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ, èõ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì ìîðñêîé èíæåíåðèè íåîáõîäèìî ñîïîñòàâëå-
íèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ ðåàëèñòè÷íûì ìîäåëèðîâàíèåì ìîðñêèõ âîëí, â òîì
÷èñëå, ñ ó÷åòîì ðåàëèçóåìûõ â íàñòîÿùåì ìîðå óñëîâèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ñîáñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ÷èñ-
ëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì àíñàìáëåé íåðåãóëÿðíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõ-
íîñòè âîäû â ðàìêàõ ïîòåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà [2, 3]. Îáñóæäàåòñÿ ñàìîïðî-
èçâîëüíîå âîçíèêíîâåíèå íåëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ âîëíîâûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå ìî-
ãóò ñóùåñòâîâàòü íà ïðîòÿæåíèè ñîòåí ïåðèîäîâ, ïðîÿâëÿþò ñåáÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ ñïåêòðàõ âîëí è àññîöèèðóþòñÿ ñ ñîëèòîíàìè îãèáàþùåé [4, 5].

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò ÐÍÔ 22-17-00153).
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ÝËÅÊÒÐÎÎÑÌÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÒÅ×ÅÍÈÅ Â ÌÈÊÐÎÊÀÍÀËÅ ÏÎÄ
ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎËß

Á.Ë. Ñìîðîäèí

Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

Ìèêðîôëþèäíûå ñèñòåìû è â ÷àñòíîñòè ìèêðîêàíàëû ïðèìåíÿþòñÿ â ìåäèöèíå,
ôàðìàöåâòèêå, ýêîëîãèè. Ñðåäè ìåòîäîâ íåìåõàíè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ â ìèêðîôëþ-
èäèêå íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèå ìåòîäû [1].

Ðàññìîòðåíî ýëåêòðîîñìîòè÷åñêîå òå÷åíèå, âîçíèêàþùåå â ãîðèçîíòàëüíîì äëèí-
íîì ìèêðîêàíàëå âûñîòîé 2h, ïîä äåéñòâèåì ïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íà-
ïðàâëåííîãî âäîëü åãî æåñòêèõ ãðàíèö E = E0 cos Ωt. Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà
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â ýëåêòðîëèòå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà-Áîëüöìàíà. Áåçðàçìåðíàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé, õàðàêòåðèçóþùàÿ òå÷åíèå, ñîäåðæèò ÷àñòîòó (ω = Ωh2/ν), áåçðàçìåðíóþ
äëèíó Äåáàÿ (De = lD/h =

√
ε0εkBT/2z2e2n0/h), ñîîòíîøåíèå äçåòà ïîòåíöèàëîâ

ãðàíèö (ζ = ζ2/ζ1), ýëåêòðîîñìîòè÷åñêèé ïàðàìåòð U0 = ε0εζ1E0h/ην. Ïîëó÷åíî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè, êîòîðîå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà äçåòà ïîòåíöèàëîâ
ãðàíèö (ζ = 1), åñëè èõ âåëè÷èíà íå ïðåâûøàåò 25 mV ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

U(z, t) =
U0

(1 + ω2De4)
<

((
cosh((1 + i)

√
ω/2z)

cosh((1 + i)
√
ω/2)

− cosh(z/De)

cosh(1/De)

)
(1 + iωDe2) exp(iωt)

)
.

Ïðîôèëè ñêîðîñòè â ðàçëè÷íûå äîëè ïåðèîäà âíåøíåãî ïîëÿ T = 2π/ω ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñóíêå äëÿ ñëó÷àÿ U0 = 1: à) De = 0.1, ω = 1; á) De = 0.1, ω = 10; â) De = 0.01,
ω = 10.

Óñòîé÷èâîñòü ýëåêòðîîñìîòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ U(z.t) èçó÷åíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Ôëîêå. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò âíåøíåãî ïîëÿ ïîëó÷åíû íåéòðàëüíûå êðèâûå, à òàê-
æå ïîðîãè âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è êðèòè÷åñêèå âîëíîâûå ÷èñëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-21-00344,
https://rscf.ru/project/23-21-00344/.
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ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÏËÎÑÊÎÉ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ
ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

À.Ï. Ñîëäàòîâ

Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð "Èíôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå" ÐÀÍ,
Ìîñêâà

Ïðåäëîæåíû íîâûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû Ëàìå ïëîñêîé
àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðîñòûì ëÿïóíîâñêèì êîí-
òóðîì. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ äâîéíîãî
ñëîÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è íå ñâÿçàíû ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû Ëàìå. Îíè ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü íåïîñðåäñòâåííóþ ýêâèâàëåíòíóþ
ðåäóêöèþ çàäà÷è Äèðèõëå ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî
ðîäà íà ãðàíèöå.
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ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÎÅ È ÀÒÎÌÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÏÎËÅÉ Ó
ÂÅÐØÈÍÛ ÒÐÅÙÈÍÛ Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ËÈÍÅÉÍÎ ÓÏÐÓÃÈÕ

ÒÅËÀÕ Ñ ÐÀÇËÈ×ÍÛÌÈ ÂÈÄÀÌÈ ÑÈÌÌÅÒÐÈÉ ÓÏÐÓÃÈÕ
ÑÂÎÉÑÒÂ

Ë.Â. Ñòåïàíîâà, Ê.À. Ìóøàíêîâà

Ñàìàðñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò èì. àêàä. Ñ.Ï. Êî-
ðîëåâà

Àíàëèç ïîëåé íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â àíèçîòðîïíûõ ëèíåéíî óïðó-
ãèõ ìàòåðèàëàõ ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ñèíãîíèé óïðóãèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ [1], [2]. Ñî ñòðåìèòåëüíûì
ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ñòàëî âîçìîæíûì íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèì
êîíòèíóàëüíûì îïèñàíèåì ïîëåé ó âåððøèíû òðåùèíû èññëåäîâàòü íàïðÿæåíèÿ ìå-
òîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè (ÌÄ), ó÷èòûâàþùèì êðèñòàëè÷åñêîå ñòðîåíèå ìà-
òåðèàëà. Íàìè ïðîâåäåíû 1) ÌÄ ðàñ÷åòû ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé ó âåðøèíû òðåùèíû
â ìàòåðèàëàõ ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé óïðóãèõ ñâîéñòâ, â ÃÖÊ ìîíîêðèñòàëëè÷å-
ñêèõ ìàòåðèàëàõ (ìåäè, àëþìèíèè, íèêåëå) â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Large-scale
Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator ñ ïðèìåíåíèåì ïîòåíöèàëà âíåäðåí-
íîãî àòîìà äëÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé íàãðóæåíèÿ: îò íîðìàëüíîãî îòðûâà äî ôîðì,
áëèçêèõ ê ïîïåðå÷íîìó ñäâèãó; 2) ñîïîñòàâëåíèÿ óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæå-
íèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè àíèçîòðîïíûõ
ñðåä, è ðàñïðåäåëåíèé, ïîëó÷åííûõ ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ÌÄ (ðèñ.1).

Ðèñ. 3: Ñðàâíåíèå àòîìèñòè÷åñêîãî è êîíòèíóàëüíîãî ðåøåíèé: à) êîìïîíåíòà σ11; á)
σ12; â) σ22; òî÷êè - ÌÄ ðàñ÷åò, ñïëîøíûå ëèíèè - àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî êîíòèíóàëüíûé è äèñêðåòíûé ïîäõîäû õîðîøî ñîãëàñóþò-
ñÿ ìåæäó ñîáîé è ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû íà àòîìèñòè÷åñêèõ ðàññòîÿíèÿõ [1], [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 21-11-00346).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Stepanova L.V., Belova O.N. Coe�cients of the Williams power expansion of the near
crack tip stress �eld in continuum linear elastic fracture mechanics at the nanoscale.
Theoretical and Applied Fracture Mechanics. 2022. V. 119. 103298.
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2. Stepanova L.V., Belova O.N. Stress intensity factors, T-stresses and higher order
coe�cients of the Williams series expansion and their evaluation through molecular
dynamics simulations. Mechanics of Advanced Materials and Structures. 2023. V.
30(19). P. 3862-3884.

ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
ÍÀÊÎÏËÅÍÈß ÏÎÂÐÅÆÄÅÍÈÉ Ó ÂÅÐØÈÍÛ ÒÐÅÙÈÍÛ Â

ÓÑËÎÂÈßÕ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ

Ë.Â. Ñòåïàíîâà, Ä.Â. ×àïëèé, Î.Í. Áåëîâà

Ñàìàðñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò èì. àêàä. Ñ.Ï. Êî-
ðîëåâà

Öåëüþ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå çîí
àêòèâíîãî íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè â
ñìåøàííîì ðåæèìå íàãðóæåíèÿ (ïðè êîìáèíèðîâàííîì ïðèëîæåíèè íàãðóçîê, âû-
çûâàþùèõ íîðìàëüíûé îòðûâ è ïîïåðå÷íûé ñäâèã). Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç
âûïîëíåí äëÿ ñòåïåííîãî çàêîíà ïîëçó÷åñòè è ñòåïåííîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé (ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ Êà÷àíîâà -Ðàáîòíîâà). Â ÊÝ
ïàêåò SIMULIA Abaqus ñ ïîìîùüþ ïîëüçîâàòåëüñêîé ïðîöåäóðû UMAT ââåäåíî êè-
íåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ïîñòóëèðóþùåå ñòåïåííîé çàêîí àêêóìóëÿöèè ïîâðåæäåíèé.
Ïîñòðîåíû çîíû àêòèâíîãî íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé è ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå
ïîëåé ó âåðøèíû òðåùèíû. Îáíàðóæåíà ñòåïåííàÿ àñèìïòîòèêà ïîëåé íàïðÿæåíèé
è ñïëîøíîñòè ó âåðøèíû òðåùèíû (ðèñ. 1). Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-
âðåæäåííîñòè äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ïîëó÷åñòè n = 3, 4, 5.

Ðèñ.1. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâðåæäåííîñòè íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû â äâîéíûõ
ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìàòåðèàëüíûõ ïîñòîÿííûõ

Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî íà ãðàôèêàõ äëÿ ðàçëè÷íûõ âðåìåí èìååòñÿ ÷åòêî âûðàæåí-
íûé ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê, îòâå÷àþùèé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ïîâðåæäåíèé îò
ðàññòîÿíèÿ îò êîí÷èêà òðåùèíû [1], [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 21-11-00346).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. ×àïëèé Ä. Â., Ñòåïàíîâà Ë. Â., Áåëîâà Î. Í.Ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
ïîëåé, àññîöèèðîâàííûõ ñ âåðøèíîé òðåùèíû, â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè ñ ó÷å-
òîì ïðîöåññîâ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåííîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì UMAT. Âåñò-
íèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. 2023. Ò. 27, � 3. Ñ. 509�529.
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2. ×àïëèé Ä. Â., Ñòåïàíîâà Ë. Â., Áåëîâà Î. Í. Âîçäåéñòâèå àêêóìóëÿöèè ïî-
âðåæäåíèé íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû
òðåùèíû. Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî óíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. 2023. Ò.
29, � 1. Ñ. 47�63.

ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ È ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÁÞÐÃÅÐÑÀ � ÕÎÏÔÀ ÄËß ÃÀÇÎÄÈÑÏÅÐÑÍÎÉ

ÑÐÅÄÛ

Î.Ï. Ñòîÿíîâñêàÿ1, Ã.Ä. Òóðîâà2, Í.Ì. Þäèíà3

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ×åëÿáèíñê
3Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíûõ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ ñîáîé ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà äëÿ ñêîðîñòè âÿçêîãî ãàçà è ãè-
ïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå Õîïôà äëÿ ñêîðîñòè òâåðäûõ ÷àñòèö. Óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà
è Õîïôà ñâÿçàíû â ñèñòåìó çà ñ÷åò ðåëàêñàöèîííûõ ñëàãàåìûõ, ìîäåëèðóþùèõ îáìåí
èìïóëüñîì ìåæäó íåñóùåé ôàçîé (ãàçîì) è äèñïåðñíîé ôàçîé (÷àñòèöàìè). Èíòåí-
ñèâíîñòü îáìåíà èìïóëüñîì îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè
÷àñòèö ê ñêîðîñòè ãàçà.

Ïîñòðîåíî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ýòîé ñèñòåìû è ÷àñòíîå ðåøåíèå, îò-
âå÷àþùåå çàòóõàíèþ ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ïîêîÿ. Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî âðåìåíè ñêî-
ðîñòíîé ðåëàêñàöèè âû÷èñëåíà ýôôåêòèâíàÿ âÿçêîñòü ãàçîïûëåâîé ñðåäû, îïðåäåëÿ-
åìàÿ âÿçêîñòüþ ãàçà è ìàññîâîé äîëåé ÷àñòèö â ñìåñè.

Íàéäåíà àëãåáðà Ëè ñèììåòðèé äàííîé ñèñòåìû. Âûâåäåíû èíâàðèàíòíûå ïîäìî-
äåëè îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ àëãåáðû ñèììåòðèé. Ýòè ïîäìîäåëè ïðîèí-
òåãðèðîâàíû ÿâíî, êðîìå îäíîé, çàäàþùåé ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîé ìîäåëè
ðàçðàáîòàí êîä äëÿ ÷èñëåííîé ãåíåðàöèè ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî
èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ýòîé ïîäìîäåëüþ, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå òàêæå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíóþ âÿçêîñòü ãàçîïûëåâîé ñðåäû, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì âÿçêîñòè, îïðåäåëÿåìîé èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ [2].

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ñðåäñòâ ÐÍÔ ãðàíò 23-11-00142.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÌÈÊÐÎ-ÂÇÐÛÂÍÎÃÎ ÐÀÑÏÀÄÀ
ÄÂÓÕÆÈÄÊÎÑÒÍÛÕ ÊÀÏÅËÜ

Ï.À. Ñòðèæàê, Ä.Â. Àíòîíîâ, Ð.Ì. Ôåäîðåíêî

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Òîìñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Ýôôåêòèâíîñòü ìíîãèõ ãàçîïàðîêàïåëüíûõ òåõíîëîãèé íàïðÿìóþ çàâèñèò îò èí-
òåíñèâíîñòè èñïàðåíèÿ æèäêîñòè ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ãðåþùåé ãàçîâîé ñðåäîé [1].
Èíòåíñèâíîñòü èñïàðåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ïëîùàäüþ êîíòàêòà ñ ãðå-
þùèì òåïëîíîñèòåëåì, ò.å. ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü èñïàðåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìàëüíûì ðàçìåðàì êàïåëü è ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè èñïàðåíèÿ.
Áëàãîäàðÿ ýôôåêòàì ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñïàäà ïðè íàãðåâå ãåòåðîãåííûõ êàïåëü
ìîæíî ïîëó÷èòü ìåëêîäèñïåðñíûé àýðîçîëü ñ ðàçìåðàìè êàïåëü ìåíåå íåñêîëüêèõ
äåñÿòêîâ ìèêðîí.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïàäà äâóõæèäêîñòíîé êàïëè ïðåäëîæåíû òðè ïîäõîäà [1].
Ïåðâûé îñíîâàí íà êðèòåðèè ïåðåãðåâà ãðàíèöû ðàçäåëà ¾âîäà/òîïëèâî¿ âûøå òåì-
ïåðàòóðû íà÷àëà âçðûâíîãî êèïåíèÿ. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñôåðè÷åñêàÿ êàïëÿ âîäû
ïðåäñòàâëÿåò ÿäðî è ðàñïîëàãàåòñÿ ïî öåíòðó, à òîïëèâî � îáîëî÷êó. Òåìïåðàòóð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå â äâóõæèäêîñòíîé êàïëå â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì ýíåðãèè. Âòîðîé ïîäõîä îñíîâûâàëñÿ íà êðèòåðèè ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñ-
ïàäà ïî êðèòè÷åñêîìó ðàçìåðó (ðàäèóñó) ïóçûðÿ â äâóõæèäêîñòíîé êàïëå. Ìîäåëü
îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â öåíòðå âîäÿíîãî ÿäðà êîíöåíòðèðóåòñÿ ïàðîâîé
ïóçûðü, à êàïëÿ òîïëèâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîëî÷êó. Â êà÷åñòâå òðåòüåãî ïîäõî-
äà èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü òåïëîìàññîïåðåíîñà äî óñëîâèé ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñïàäà
ïî ïðåâûøåíèþ äàâëåíèÿ â ïàðîâîé ïëåíêå. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ó÷èòûâàëñÿ áàëàí-
ñà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êàïëþ â ïðîöåññå íàãðåâà ñî ñòîðîíû ñèëû ïîâåðõíîñòíî-
ãî íàòÿæåíèÿ, ñèëû äàâëåíèÿ ïàðîâ âîäû è ñèëû äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû àòìîñôåðû.
Êðèòåðèåì ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñïàäà ÿâëÿëîñü äîñòèæåíèå óñëîâèÿ ïðåâûøåíèÿ ñè-
ëû äàâëåíèÿ â ïàðîâîé ïëåíêå ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëàìè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è
äàâëåíèÿ àòìîñôåðû.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû óñòàíîâëåíî, ÷òî äâà êðèòåðèÿ (íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿ)
ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñïàäà êàïåëü (ïðåâûøåíèå òåìïåðàòóðû íà÷àëà âçðûâíîãî êè-
ïåíèÿ âîäû íà ãðàíèöå ðàçäåëà ¾âîäà/òîïëèâî¿; äîñòèæåíèå êðèòè÷åñêîãî ñîîòíî-
øåíèÿ ðàçìåðîâ êàïëè ïîñëå è äî íàãðåâà çà ñ÷åò ðîñòà ïóçûðÿ) ïðàâîìåðíî èñïîëü-
çîâàòü ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò � 23-69-10006).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß ÇÂÓÊÎÂÎÃÎ ÓÄÀÐÀ Ñ
ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÓËÜÒÈÏÎËÜÍÎÃÎ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß

Â.Ã. Ñóäàêîâ, À.Ñ. Ùåãëîâ

Öåíòðàëüíûé àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè ïðîôåññîðà Í.Å. Æó-
êîâñêîãî, Æóêîâñêèé

Ïðîåêòèðîâàíèå ãðàæäàíñêîãî ñâåðõçâóêîâîãî ñàìîëåòà òðåáóåò îöåíêè ãðîìêî-
ñòè çâóêîâîãî óäàðà ó ïîâåðõíîñòè çåìëè, ò.å. íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ñàìîëåòà
[1]. Äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê çâóêîâîãî óäàðà íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü ñèãíàòóðû
èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ, ãåíåðèðóåìûå ëåòàòåëüíûì àïïàðàòîì. îäíèì èç íàèáîëåå
÷àñòî óïîòðåáëÿåìûõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â
áëèæíåì âîçìóùåííîì ïîëå â ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà èëè Ðåéíîëüäñà, à çàòåì
èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèé èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çâóêîâîãî óäàðà â àòìîñôåðå íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé
êâàçèëèíåéíîé òåîðèè è ïîäõîäîâ ãåîìåòðè÷åñêîé àêóñòèêè [2] èëè ñ èñïîëüçîâàíè-
åì äîïîëíåííîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Äëÿ êîððåêòíîãî ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
çâóêîâîãî óäàðà íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëåäóåò áðàòü íà òàêîì óäàëåíèè îò îáòå-
êàåìîãî òåëà, ãäå àçèìóòàëüíûå âîçìóùåíèÿ ìàëû îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíûõ. Äëÿ
ðåàëüíûõ êîìïîíîâîê ñàìîëåòîâ ýòè óñëîâèÿ ìîãóò áûòü îáû÷íî óäîâëåòâîðåíû íà
ðàññòîÿíèÿõ áîëüøå ïÿòè äëèí ñàìîëåòà. ×òîáû óìåíüøèòü ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà
è óìåíüøèòü ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íà÷àëüíîå èçáûòî÷-
íîå äàâëåíèå äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâîãî óäàðà, ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä
ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ [3]. Â ýòîì ñëó÷àå èçáûòî÷íîå äàâëåíèå ìîæíî áðàòü
íà áîëåå áëèçêèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, ïîòîì ïðèìåíèòü ïðîöå-
äóðó êîððåêöèè ýòîé ýïþðû äëÿ ó÷åòà ïîïåðå÷íîãî òå÷åíèÿ, à çàòåì ñêîððåêòèðî-
âàííûå âîçìóùåíèÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâîãî óäàðà äî
çåìëè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçðàáîòàí ìåòîä ðàñ÷åòà çâóêîâîãî óäàðà îò ñâåðõçâóêî-
âîãî ïàññàæèðñêîãî ñàìîëåòà (ÑÏÑ) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
ñ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ïðÿìûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ìåòîä íå èìååò ðàñõîäèìîñòè äàæå íà ìà-
ëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ∼ 0.25 åãî äëèíû. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
èíòåíñèâíîñòè çâóêîâîãî óäàðà äëÿ ïðîñòîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà è êîìïîíîâêè
êðûëî�ôþçåëÿæ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ è áåç íåãî. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ ê êîððåêòíîìó ðåøåíèþ è ïîçâîëÿåò ïðèìå-
íÿòü èçáûòî÷íîå äàâëåíèå èç áëèæíåãî ïîëÿ ñ ðàññòîÿíèÿ äî 1 äëèíû ëåòàòåëüíîãî
àïïàðàòà äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâîãî óäàðà äî çåìëè.

Ïóáëèêàöèÿ ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÍÖÌÓ "Ñâåðõçâóê"(ñîãëàøåíèå
î ïðåäîñòàâëåíèè ãðàíòà îò 17 ìàÿ 2022 ã. � 075-15-2022-1023).
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Ñ.Ò. Ñóðæèêîâ

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ïðè ðàçðàáîòêå êîìïüþòåðíûõ êîäîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
êîíâåêòèâíîãî íàãðåâà êîñìè÷åñêèõ çîíäîâ, ñïóñêàåìûõ â àòìîñôåðàõ ïëàíåò ñ ãè-
ïåðçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ëàáîðàòîðíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-
íûå ïî ëàìèíàðíîìó è òóðáóëåíòíîìó íàãðåâó, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [1, 2].

Â ðàáîòå [1] âûïîëíåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå îáòåêàíèÿ çàòóïëåííîãî
êîíóñà ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà 90 ìîëåêóëÿðíûì àçîòîì ïðè ÷èñëå Ìàõà Ì=10.6 ïîä
ðàçíûìè óãëàìè àòàêè α = 00, 2.50, 50, 100 è 150. Ïîëó÷åíû äàííûå ïî ëàìèíàðíîìó
è òóðáóëåíòíîìó êîíâåêòèâíîìó íàãðåâó.

Â ðàáîòå [2] ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî êîíâåêòèâíîìó íàãðåâó
ïîâåðõíîñòè ìîäåëè ìàðñèàíñêîãî ñïóñêàåìîãî àïïàðàòà (ÑÀ) Mars Science Laboratory
(MSL) â óñëîâèÿõ ëàìèíàðíîãî, ïåðåõîäíîãî è òóðáóëåíòíîãî ðåæèìîâ òå÷åíèÿ ïðè
÷èñëàõ Ìàõà 6, 8 è 10. Îñíîâíàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ âûïîëíÿëàñü íà ãèïåðçâóêîâîé
àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå AEDC Tunnel 9 [2]. Óñëîâèÿ èñïûòàíèé áûëè òàêîâû, ÷òî
îáåñïå÷èâàëèñü ðåæèìû ëàìèíàðíîãî, ïåðåõîäíîãî è òóðáóëåíòíîãî îáòåêàíèÿ. ×èñ-
ëà Ðåéíîëüäñà íàáåãàþùåãî ïîòîêà ïðè Ì=8 èçìåíÿëèñü â äèàïàçîíå Re∞ = 1.3∗107

1/ì - 16 ∗ 107 1/ì è ïðè Ì=10: Re∞ = 0.39 ∗ 107 1/ì - 62 ∗ 107 1/ì. Â ýòîé æå ðàáîòå
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòíîé èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ïàðàáîëèçîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà è àëãåáðàè÷åñêèõ
ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè Ñåáå÷è-Ñìèòà è Áîëäóèíà-Ëîìàêñà.

Â ðàáîòå [3] îáñóæäàþòñÿ ðàñ÷åòíûå è, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî âàæíî, ëåòíûå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î íàëè÷èè ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî
ïåðåõîäà íà ëîáîâîì àýðîäèíàìè÷åñêîì ùèòå ñïóñêàåìîãî ìàðñèàíñêîãî àïïàðàòà
MSL. Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ñïåöèàëèñòîâ ê ýòîé ïðîáëåìå âîçíèê â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
àýðîäèíàìè÷åñêèé ùèò ÑÀ MSL èìåë äèàìåòð D= 4.5 ì, ÷òî çíà÷èòåëüíî ïðåâîñ-
õîäèë ðàçìåðû àýðîäèíàìè÷åñêèõ ùèòîâ ðàíåå ðåàëèçîâàííûõ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé:
Viking � D= 3.5 ì, Path�nder, Mars Exploration Rover, Mars Phoenix � D= 2.5 ì.
Àíàëèç êîíêðåòíûõ ïîëåòíûõ óñëîâèé MSL ïîêàçàë, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíûé ïåðåõîä íà ïîäâåòðåííîé ñòîðîíå ëîáîâîãî
àýðîäèíàìè÷åñêîãî ùèòà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî ñìåøåíèÿ èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ çàìûêàíèÿ óñðåäíåííûõ ïî Ðåéíîëüäñó óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ öåëüþ
èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [2, 3] ïî êîíâåêòèâíîìó íàãðåâó ïîâåðõ-
íîñòè ÑÀ MSL. Ïîìèìî ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ îáñóæäàåòñÿ ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîãî
ñìåøåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëíûì óðàâíåíèÿì Íàâüå-Ñòîêñà.
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Òåðìèí ãèäðàâëè÷åñêèé óäàð (ãèäðîóäàð) âïåðâûå ââåäåí â ðàáîòå Í.Å. Æóêîâ-
ñêîãî [1] â 1899 ãîäó. Ïîä òåðìèíîì ãèäðóäàð àâòîð ïîíèìàë âîëíû â òðóáàõ äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî óïðóãîñòü æèäêîñòè íî è óïðóãîñòü ñòå-
íîê êàíàëà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ãèäðîóïðóãèå âîëíû (ãèäðàâëè÷åñèé óäàð)
ìîãóò áûòü êàê ïðîñòûìè òàê è ðàçðûâíûìè (ñèëüíûé ðàçðûâ, wave hummer). Äî-
êëàä ïîñâÿùåí ìàòåìàòè÷åñêèì âîïðîñàì ñâÿçàííûì ñ îïèñàíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ
íåëèíåéíûõ è ðàçðûâíûõ âîëí â îäíîðîäíûõ êàíàëàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè çàïîë-
íåííûõ íåâÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîé ñðåäîé äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.
Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ äàëåå ýòè âîëíû áóäóò íàçûâàòüñÿ ãèäðîóïðóãèìè âîëíà-
ìè. Â ðàìêàõ äëèííîâîëíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäëîæåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ
îïèñàíèÿ ýòèõ âîëí. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíîé è ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé. Îïèñàíû ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â êàíàëàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè.
Ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãèäðîóïðóãèõ âîëí ìåíüøå ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïî ñæèìàåìîé æèäêîé ñðåäå, çàïîëíÿþùåé êàíàë ñ óïðóãèìè
ñòåíêàìè. Íàéäåíû èíâàðèàíòû Ðèìàíà. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ñèëüíûõ ðàçðûâàõ è
îïèñàíû ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ - àíàëîã óäàðíûõ âîëí â ãàçå. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíû
ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ ñ ïîâûøåíèåì è ïîíèæåíèåì äàâëåíèÿ çà ðàçðûâîì. Ïîëó÷åíî
óðàâíåíèå Ðèêêàòè, îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå ñëàáûõ ðàçðûâîâ ãèäðîóïðóãèõ
âîëí ïî êàíàëó. Óðàâíåíèå Ðèêêàòè ïîçâîëÿåò îïèñàòü âîçíèêíîâåíèå ãðàäèåíòíûõ
êàòàñòðîô ãèäðîóïðóãèõ âîëí. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ îá-
ðàçîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ñ ïîâûøåíèåì è ïîíèæåíèåì äàâ-
ëåíèÿ çà ðàçðûâîì.

Îïèñàíèå è ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ êà÷åñòâåííûõ îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ äëèííûõ âîëí â îäíîðîäíûõ êàíàëàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè èìåþò ìíîãî÷èñëåí-
íûå ïðèëîæåíèÿ â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ ñâÿçàííûõ ñ òðàíñïîðòèðîâêîé æèäêèõ
ñðåä è ñ ìåòîäàìè íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåì. Ïåðâûå îñ-
íîâîïîëàãàþùèå èññëåäîâàíèÿ ãèäðîóïðóãèõ âîëí â òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåìàõ áûëè
ïðîâåäåíû Í.Å.Æóêîâñêèì â êîíöå 19 âåêà, èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò ñîäåð-
æèòñÿ â ðàáîòå [2]. Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ ñâÿçàíû, êàê ïðàâèëî, ñ óêðó÷åíèåì âîëí è
îáðàçîâàíèåì ñèëüíûõ ðàçðûâîâ, íà÷àëî êîòîðûõ ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè òåîðèè
ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè è
âîçíèêíîâåíèÿ ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô â êàíàëàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè ïðîâîäèòñÿ
ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõ ðàçðûâîâ [3].
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ÎÁ ÈÅÐÀÐÕÈÈ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÕ
ÐÅØÅÍÈÉ

À.À. Òàëûøåâ

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Äèôôåðåíöèàëüíî-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì èíâàðèàíòíûõ
è ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé [1]. Êàæäîå äèôôåðåíöèàëüíî-èíâàðèàíòíîå ðå-
øåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàçìåðíîñòåé îðáèò d0, d1, . . . ýòîãî ðå-
øåíèÿ â ïðîäîëæåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ [2], [3], [4], ãäå dj � ðàçìåðíîñòü îðáèòû ðå-
øåíèÿ â j-îì ïðîäîëæåííîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ðàáîòàõ [1] è [5] îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ïîäàëãåáð.
Îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà ïîäàëãåáð ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíóþ ñèñòåìó èíâà-
ðèàíòíûõ è ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé. ×òî óïðîùàåò çàäà÷ó ïåðå÷èñëåíèÿ
âñåõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ èíâàðèàíòíûõ è ÷àñòè÷íî èíâàðìàíòíûõ ðåøåíèé. Èí-
âàðèàíòíûå è ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîäîáíûõ ïîäàëãåáð
ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïðåîáðàçîâàíèÿìè ãðóïïû.

Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî äðóãàÿ.
Ëþáîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-èíâàðèàíòíûì äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû ñî
ñâîåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàçìåðíîñòåé îðáèò d0, d1, . . .. È òðåáîâàíèå òîãî, ÷òîáû
ðåøåíèå áûëî îäíîâðåìåííî äèôôåðåíöèàëüíî-èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî íåñêîëü-
êèõ ïîäãðóï ìîæåò ïðèâîäèòü ê áîëåå øèðîêîé ¾ðàçðåøàþùåé¿ ñèñòåìå óðàâíåíèé.
Çäåñü îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ôàêòà äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñòðî-
åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå àíàëîãà ¾ïðî-
ñòûõ ðåøåíèé¿ [1], êàê ïîêàçàíî â [2] ýòî íè÷åãî íå äàåò. ¾Ïðîñòûå ðåøåíèÿ¿ ãðóïïû
âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ¾ïðîñòûìè ðåøåíèÿìè¿ ëþáîé ïîäãðóïïû.
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ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÃËÅÐÎÄÀ

Ä. Òàððàô1, Ñ. Ã. ×åðíûé2

1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò òåïëîôèçèêè èì. Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Óãëåðîäíàÿ ñàæà ïðîèçâîäèòñÿ èç íåôòåñîäåðæàùåãî ñûðüÿ íàãðåâàíèåì åãî ïðè-
ìåðíî äî 950 ◦C. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò åãî êðåêèíã ñ îáðàçîâàíèåì ãàçà è ïîðîøêî-
âîé óãëåðîäíîé ñàæè [1]. Íàèáîëåå ñëîæíûì ýòàïîì ïðîöåññà ïðîèçâîäñòâà óãëåðîäà
ÿâëÿåòñÿ ðàñïûë æèäêîãî óãëåâîäîðîäà â ïîòîêå ãàçà-òåïëîíîñèòåëÿ. Íåîáõîäèìî,
÷òîáû ìåëêîñòü ðàñïûëà ñûðüÿ, ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êàïåëü â ïîòîêå ãàçà
îáåñïå÷èâàëè ïîëíîå åãî èñïàðåíèå äî íà÷àëà ïèðîëèçà è îïòèìàëüíóþ ñòðóêòóð-
íîñòü òåõíè÷åñêîãî óãëåðîäà. À âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ êîêñà (ãðèòà), çàãðÿçíÿþ-
ùåãî ïðîäóêò, áûëà ìèíèìàëüíîé [2]. Ñôîðìóëèðîâàííûå òðåáîâàíèÿ ê ïðîöåññó ðàñ-
ïûëà è èñïàðåíèÿ ñûðüÿ â ïîòîêå ãàçà-òåïëîíîñèòåëÿ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû òîëüêî
ïðè âîçìîæíîñòè ïðîâåäåíèÿ òðåõìåðíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàííîãî ïðî-
öåññà. Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ òàêàÿ ìîäåëü íà îñíîâå ýéëåðîâî-ýéëåðîâîãî VOF ïîäõîäà
[3]. Äëÿ VOF ìîäåëè òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíàÿ ñåòêà äëÿ âûäåëåíèÿ ãðàíèö
ìåæäó ôàçàìè. Ïî ýòèì ãðàíèöàì-ïîâåðõíîñòÿì îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæ-
äó äâóìÿ ôàçàìè. Èç-çà ðàçíîìàñøòàáíîñòè çàäà÷è (î÷åíü ìàëåíüêèå ôîðñóíêè ïî
ñðàâíåíèþ ñî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòüþ) èñïîëüçîâàíèå ðàâíîìåðíûõ ñåòîê ñ ìåëêè-
ìè ýëåìåíòàìè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ äèíàìè÷åñêè íàñòðàè-
âàåìûå àäàïòèâíûå ñåòêè, ëîêàëüíî èçìåëü÷àþùèåñÿ â îáëàñòÿõ áîëüøèõ ãðàäèåí-
òîâ ðàññ÷èòûâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ñîçäàíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõ-
ìåðíûõ äâóõôàçíûõ (ãàç-òåïëîíîñèòåëü è ñûðüå) è òðåõôàçíûõ (ãàç-òåïëîíîñèòåëü,
ñûðüå è ïðîäóêòû èñïàðåíèÿ ñûðüÿ) òå÷åíèé â ðåàêòîðå ïî ïðîèçâîäñòâó òåõíè÷å-
ñêîãî óãëåðîäà. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòà, òàêèå êàê ñåãìåíòèðîâàíèå
ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíûõ ñåòîê. Ìîäåëè ðåàëèçîâàíû â ÏÊ
ANSYS [4]. Ñîçäàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ êàïåëü ïî ðàñïðåäåëåíèþ
îáúåìíîé äîëè ñûðüÿ. Ðåøåíà çàäà÷à ðàñïàäà æèäêîé ïëåíêè ñ èñïîëüçîâàíèåì VOF
ìîäåëè è àäàïòèâíîé ñåòêè. Àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ êàïåëü áûë ïðèìåíåí äëÿ ðàñ-
÷åòà ñðåäíåãî äèàìåòðà Çàóòåðà. Ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîâïîäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè äðó-
ãèõ àâòîðîâ [5].
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ÂßÇÊÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Àð.Ñ. Òåðñåíîâ
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Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, èìåþùåå áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ïðèëîæåíèé â ìåõàíèêå:

ut −
n∑
i=1

(|uxi |pi(t,x)−2uxi)xi = B(t, x, u,∇u) â ΩT = (0, T )× Ω. (1)

Ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé âèäà (1) èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ,
ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå, à òàêæå àïïðîêñèìàöèîííûå ìåòîäû. Â ñèëó âûðîæäåí-
íîñòè è äàæå ñèíãóëÿðíîñòè óðàâíåíèé âèäà (1), ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåãî
èùóòñÿ â êëàññå ñëàáûõ ðåøåíèé, â îñíîâíîì ñîáîëåâñêèõ, ïîíèìàåìûõ â èíòåãðàëü-
íîì ñìûñëå. Íàèáîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, äàíî â
ìîíîãðàôèè [1].

Èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèîííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ðåãóëÿðèçàöèè, ïîç-
âîëÿþùåé äîêàçàòü êëàññè÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è, äàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ãëàäêîñòè, èçâåñòíîé íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî êëàññè÷åñêèì ðåøåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ìîíîòîííîñòè Ìèíòè�Áðàóäýðà. Íî ýòîò ïîäõîä ðåàëèçóåì â ñëó÷àå ëèíåéíî-
ñòè B(t, x, u,∇u) ïî ãðàäèåíòó, ïîñêîëüêó èíà÷å âîçíèêàåò íåïðåîäîëèìàÿ ïðîáëåìà
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â íåëèíåéíûõ ïî ãðàäèåíòó ÷ëåíàõ.

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìî-
ñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ (1) â êëàññå âÿçêèõ ïî Ëèîíñó ðåøåíèé. Èìåííî â ýòîì êëàññå
ñëàáûõ ðåøåíèé, êîòîðûå, â îòëè÷èå îò ñîáîëåâñêèõ, îïðåäåëÿþòñÿ ïîòî÷å÷íî, óäà-
ëîñü ðåøèòü ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè â ñëó÷àå íåëèíåéíîé ïî ãðàäèåíòó ôóíêöèè
B(t, x, u,∇u). Ïðåèìóùåñòâî óêàçàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñóùåñòâ-
ëåíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî âÿçêèì ðåøåíèÿì, êîèìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, è
êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ, âîçìîæíî ïðè áîëåå ñëàáûõ àïðèîðíûõ îöåíêàõ íà ðåøåíèÿ
ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è.

Èñïîëüçóÿ àïïàðàò âÿçêèõ ðåøåíèé, íàì óäàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðå-
ðûâíûõ ïî Ëèïøèöó ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ðåøåíèé ïåðâîé êðàåâîé çà-
äà÷è äëÿ óðàâíåíèé âèäà (1) ñ ïåðåìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè àíèçîòðîïíîñòè â ñëó÷àå,
êîãäà B(t, x, u,∇u) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Áåðíøòåéíà�Íàãóìî [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWNF-
2022-0008).
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè óïðóãîé íåïîëîãîé èçîòðîïíîé íåîäíîðîä-
íîé îáîëî÷êè ñ íåçàêðåïëåííûìè êðàÿìè â ðàìêàõ ñäâèãîâîé ìîäåëè Òèìîøåíêî,
êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé èç ïÿòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ñòàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî óãëîâ ïîâîðîòà
ψ1, ψ2, íåëèíåéíû îòíîñèòåëüíî òàíãåíöèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé w1, w2 è ïðîãèáà w3.
Èññëåäîâàíèÿ âåäóòñÿ â èçîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãàóññîâà
è ñðåäíÿÿ êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè íå ðàâíû íóëþ â îáëàñòè Ω,
ãîìåîìîðôíîé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä óñëîâèé, ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè îñíîâíûõ ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå ñòðîÿòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ ïåðåìåùå-
íèé, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, â òîì ÷èñëå, ïðîèçâîëüíûå ãîëîìîðôíûå
ôóíêöèè. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòàâëÿþò îñíîâó ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Íà âòîðîì
ýòàïå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ òàê, ÷òîáû îáîáùåííûå ïåðåìåùåíèÿ óäî-
âëåòâîðÿëè ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé è ëèíåéíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, êîòî-
ðûå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ èç èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå
íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íåëèíåéíîìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âèäà

a− L(a)−G(a) = a∗ + ãF

îòíîñèòåëüíî âåêòîðà a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé â ñîáîëåâ-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå W (2)

p (Ω), p > 2, ãäå L− ëèíåéíûé âïîëíå íåïðåðûâíûé, G− íåëè-
íåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîðû â W (2)

p (Ω), p > 2, a∗ è ãF− èçâåñòíûå âåêòîð-
ôóíêöèè, çàâèñÿùèå ñîîòâåòñòâåííî îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ è âíåøíèõ ñèë.
Òðåòèé ýòàï ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè íåëèíåé-
íîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ
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äîêàçàòåëüñòâî îáðàòèìîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà I − L, I− òîæäåñòâåííûé îïåðà-
òîð. Ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî îïåðàòîðà (I−L)−1 ïðåäûäóùåå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
ïðåîáðàçóåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó

a−G∗(a) = aF

ñ íåëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì â W (2)
p (Ω), p > 2 îïåðàòîðîì G∗ è ñ èçâåñòíîé ïðàâîé

÷àñòüþ aF , çàâèñÿùåé îò âíåøíèõ ñèë, ðàçðåøèìîñòü êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðàæåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-21-00212).

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÖÅÐÅÁÐÀËÜÍÎÉ ÀÍÃÈÎÀÐÕÈÒÅÊÒÎÍÈÊÈ Â
ÍÎÐÌÅ È ÏÐÈ ÏÀÒÎËÎÃÈßÕ

Ä.Â. Òèõâèíñêèé, Þ.Î. Êóÿíîâà, À.Â. Áåðâèöêèé, Þ.À. Ñòàíêåâè÷,
Ä.Ñ. ×óòêîâ, Ä.Â. Ïàðøèí

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Çàáîëåâàíèÿ ñîñóäîâ ãîëîâíîãî ìîçãà çàíèìàþò ëèäèðóþùèå ïîçèöèè â ðåéòèíãå
ÂÎÇ ó÷åòà íàèáîëåå îïàñíûõ áîëåçíåé [1]. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãåìîäèíàìè-
êè ýòèõ ñîñóäîâ ÿâëÿåòñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïðåä-
îïåðàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [2]. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
ìîðôîëîãè÷åñêèõ è ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïðåäèêòîðîâ ðîñòà è/èëè îáðàçîâàíèÿ ìàëûõ
öåðåáðàëüíûõ àíåâðèçì, à òàêæå îöåíêà âëèÿíèÿ ôàêòîðîâ ñòðåññà è àäàïòàöèè ê
íåìó íà àíãèîàðõèòåêòîíèêó öåðåáðàëüíûõ ñîñóäîâ.

Äëÿ öåëåé ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ íàìè áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû 2 âûáîðêè:
ïàöèåíòîâ ÔÍÖ (Íîâîñèáèðñê) ñ ìàëûìè öåðåáðàëüíûìè àíåâðèçìàìè è ìîëîäûõ
çäîðîâûõ äîáðîâîëüöåâ áåç ïàòîëîãèé ðàçâèòèÿ öåðåáðàëüíûõ ñîñóäîâ. Ïåðâàÿ ãðóï-
ïà ïîäâåðãàëàñü äèíàìè÷åñêîìó ãåìîäèíàìè÷åñêîìó ìîíèòîðèíãó ñ èñïîëüçîâàíèåì
ÊÒ-àíãèîãðàôèè. Âòîðàÿ ãðóïïà ïîäâåðãàëàñü ïñèõîëîãè÷åñêîìó òåñòèðîâàíèþ, à
òàêæå ÌÐ-àíãèîãðàôèè â ðàçëè÷íûõ ïî âðåìåíè òî÷êàõ: â ïåðâîé ãðóïïà íå èñïû-
òûâàëà âîçäåéñòâèÿ çàäàííîãî ñòðåññîâîãî ôàêòîðà, à âî âòîðîé íàïðîòèâ èñïûòû-
âàëà âîçäåéñòâèå ñòðåññîâîãî ôàêòîðà. Àíêåòèðîâàíèå äîáðîâîëüöåâ ïðîâîäèëîñü ïî
ìåòîäèêå îöåíêè îáùåãî óðîâíÿ ñòðåññà è åãî èñòî÷íèêîâ, óðîâíÿ òðåâîãè, äåïðåññèè
è òèïà ñàìîðåãóëÿöèè ïî êîíòðîëþ çà äåéñòâèÿìè [5].

Íà äàííûé ìîìåíò âûïîëíåí ïåðâûé ýòàï èññëåäîâàíèÿ. Îæèäàåòñÿ, ÷òî ïî ðå-
çóëüòàòàì âòîðîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî ðàóíäà è ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ àíêåòèðîâàíèÿ,
ðåêîíñòðóêöèè ñîñóäîâ Âèëèçèåâà êðóãà, à òàêæå ïîêàçàòåëåé ÌÐ äèôôóçèè áóäóò
îáíàðóæåíû ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïîäãðóïïîé äîáðîâîëüöåâ, íå èìåþùèõ àäàïòàöèè ê
ñòðåññîâîìó ôàêòîðó, à òàêæå ïîäãðóïïîé äîáðîâîëüöåâ èìåþùèõ ïîäîáíóþ àäàï-
òàöèþ

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ, ïðîåêò 20-71-10034.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. The top 10 causes of death. World Health Organization https://www.who.int/news-
room/fact-sheets/detail/the-top-10-causes-of-death



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 159

2. Tikhvinsky D. et. al. Numerical Assessment of the Risk of Abnormal Endothelialization
for Diverter De-vices: Clinical Data Driven Numerical Study. , J. Pers. Med. 2022,
V. 12, C. 652.

3. Øàïêèí Ñ.À. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå âîëåâûõ ïðîöåññîâ. Ì. 1997. 140 c.

ËÈÍÅÉÍÀß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÏÎÊÎß ÄËß ÌÃÄ
ÒÅ×ÅÍÈÉ ÏÎËÈÌÅÐÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÌ

ÊÀÍÀËÅ (ÌÎÄÅËÜ ÂÈÍÎÃÐÀÄÎÂÀ-ÏÎÊÐÎÂÑÊÎÃÎ)

Ä.Ë. Òêà÷åâ, Ý.À. Áèáåðäîðô

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Èçó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ äëÿ òå÷åíèé íåñæèìàåìîé âÿç-
êîóïðóãîé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè â áåñêîíå÷íîì öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå â êëàññå
îñåñèììåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ
ñòðóêòóðíî-ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü Âèíîãðàäîâà�Ïîêðîâñêîãî [1, 2].

Ñôîðìóëèðîâàíû äâà óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñïåêòð çàäà÷è. Ïðîâåäåííûå âû-
÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû âîçìóùåíèé âäîëü
îñè êàíàëà ó ïåðâîãî ñïåêòðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè
ïîÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ðåàëüíîé ÷àñòüþ, ÷òî ãàðàíòè-
ðóåò ëèíåéíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ [3].

Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêà-
äåìãîðîäêå, ñîãëàøåíèå ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè � 075-15-2022-281.
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ÐÀÑÑÅßÍÈÅ ÂÎËÍ ÊÐÎÌÊÎÉ ËÅÄßÍÎÃÎ ÏÎÊÐÎÂÀ ÏÐÈ
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Èññëåäóåòñÿ äèôðàêöèÿ ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ è èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí
íà êðîìêå ïëàâàþùåé óïðóãîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ïðè íîðìàëüíîì íàáå-
ãàíèè â æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû ïðè íàëè÷èè òå÷åíèÿ ñî ñäâèãîì ñêîðîñòè.
Æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé, êîíå÷íîé ãëóáèíû. Òå÷åíèå åå
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íå ïîòåíöèàëüíî, ñ ëèíåéíûì ñäâèãîì ñêîðîñòè. Ïîëóáåñêîíå÷íûé ëåäÿíîé ïîêðîâ
ìîäåëèðóåòñÿ òîíêîé ïëàñòèíîé ïîñòîÿííîé òîëùèíû. Ðåøàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à â
ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäà÷à äèôðàêöèè âîëí íà ëåäÿíîì ïîêðî-
âå èçó÷åíà äîñòàòî÷íî õîðîøî â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ òå÷åíèÿ. Îäíàêî â ðåàëüíîñòè
ñóùåñòâóþò òå÷åíèÿ â ìîðÿõ è îêåàíå, ãäå ñêîðîñòü æèäêîñòè ìåíÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé
êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïî íàïðàâëåíèþ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìû äàëüíåéøèå èññëåäî-
âàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ýòà çàäà÷à ðàíåå ðåøàëàñü â ðàáîòå [1] ìåòîäîì Âèíåðà - Õîïôà, íî ðåøåíèå íå
áûëî çàêîí÷åíî, íå áûëî ïðîâåäåíî ðàñ÷åòîâ. Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è òàêæå ìåòîäîì Âèíåðà - Õîïôà, íî äðóãèì ñïîñîáîì. Îñîáåííîñòüþ äàííîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âûñîêèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé â îäíîì èç êðàåâûõ óñëîâèé � ïÿ-
òûé äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåøåíèå çàâèñèò îò êîíñòàíò,
êîòîðûå äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèé â êðîìêå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ êîíñòàíò èìååò ñëîæíûé âèä. Åñëè îòáðîñèòü ìàëûé íåñóùåñòâåííûé ÷ëåí â
óðàâíåíèÿõ, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå èíåðöèè ïëàñòèíû ê èíåðöèè âîäû,
òî ýòó ñèñòåìó óäàåòñÿ òî÷íî ðàçðåøèòü. Ïîëó÷åíû ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóä
îòðàæåííîé è ïðîõîäÿùåé âîëí, êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ è ýíåð-
ãåòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íèõ äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: ïàäåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí
ñ ìîðÿ è èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ñ ëåäÿíîãî ïîêðîâà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.
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Óðàâíåíèÿ ×ó, Ãîëäáåðãåðà è Ëîó (×ÃË) [2] ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ìåõà-
íèêè ñïëîøíîé ñðåäû, îïèñûâàþùåé òå÷åíèå áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû â ìàãíèò-
íîì ïîëå. Â ýòîé ìîäåëè òåíçîð äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíûì: p = p⊥I+τH⊗H,
ãäå p‖ è p⊥ � ïàðàëëåëüíîå è ïåðïåíäèêóëÿðíûå äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, I � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà, H � ìàãíèòíîå ïîëå è τ = (p‖− p⊥)/|H|2. Óðàâíåíèÿ ×ÃË òå÷åíèÿ
àíèçîòðîïíîé ïëàçìû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ñèñòåìû äåâÿòè çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ. Èõ ãîäóíîâñêàÿ ñèììåòðèçàöèÿ áûëà íàéäåíà â [1]. Îíà ãàðàíòèðóåò ëîêàëüíóþ
êîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé ãèïåðáîëè÷-
íîñòè. Ýòà ñèììåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ê ñîæàëåíèþ ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêîé, ÷òî äå-
ëàåò òåõíè÷åñêè ïî÷òè íåâîçìîæíûì åå ïðèìåíåíèå äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîé êîððåêòíîñòè çàäà÷è ñî ñâîáîä-
íîé ãðàíèöåé, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò àíèçîòðîïíóþ ïëàçìó è âàêóóì. Ìàãíèòíîå ïîëå h
â âàêóóìå ïîä÷èíÿåòñÿ ñèñòåìå ïðåäìàêcâåëëîâñêîé äèíàìèêè div h = 0, ∇× h = 0.
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Ìàãíèòíûå ïîëÿ H è h íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå Γ(t) åé ïàðàëëåëüíû. Êðîìå òîãî, èìååò
ìåñòî ñîõðàíåíèå ïîëíîãî äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå: p⊥+ 1

2
|H|2 = 1

2
|h|2 íà Γ. Ðàññìàòðèâà-

åìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ãèïåðáîëèêî-ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷åé ñî ñâîáîäíîé
ãðàíèöåé, ÿâëÿþùåéñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû. Óêàçàííàÿ âûøå
òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ãðîìîçäêîñòüþ íàéäåííîé â [1] ñèììåòðèçàöèè, ïðåîäîëåâà-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíîé ñèììåòðèçàöèè [4] ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ×ÃË,
èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé çàäà÷å, àíàëîãè÷íîé ëèíåàðèçîâàííîé
çàäà÷å ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïëàçìà � âàêóóì â êëàññè÷åñêîé ÌÃÄ [3]. Ýòî ïîç-
âîëÿåò äîêàçàòü òåîðåìó [4] î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé
íåëèíåéíîé çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïðè òîì æå óñëîâèè íåêîëëèíåàðíîñòè
ìàãíèòíûõ ïîëåé H|Γ è h|Γ íà íà÷àëüíîé ãðàíèöå, ÷òî è â èçîòðîïíîé ÌÃÄ [3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñî-
ãëàøåíèå ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè �
075-15-2022-281.
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Àíåâðèçìà áðþøíîé àîðòû ÿâëÿåòñÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì è îïàñíûì çàáî-
ëåâàíèåì ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû. Îöåíêà ðèñêà å¼ ðàçðûâà ÿâëÿåòñÿ âàæíåé-
øåé çàäà÷åé ñîâðåìåííîé ìåäèöèíû. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçðûâ ñòåíêè ñîñóäà íåðàçðûâ-
íî ñâÿçàí ñ å¼ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, èçó÷åíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî
ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Èññëåäîâàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñîñóäà in vivo ÷àñòî ìî-
æåò áûòü âûïîëíåíî ëèøü â îãðàíè÷åííîì îáúåìå, îäíàêî ïðåäîñòàâëÿåò íàèáîëåå
òî÷íûå äàííûå, òàê êàê ñîñóä íàõîäèòñÿ è äåôîðìèðóåòñÿ â åñòåñòâåííîé ñðåäå.
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Îäíèì èç ñïîñîáîâ îöåíèòü äåôîðìàöèþ ñòåíêè àíåâðèçìû ÿâëÿåòñÿ ìåòîäèêà
speckle-tracking [1], îñóùåñòâëÿåìàÿ ïðè ïîìîùè óëüòðàçâóêîâîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñïå-
öèàëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ôèêñèðóåò ïåðåìåùåíèå îòäåëüíûõ òî÷åê, çàõâà-
òûâàåìûõ íà ñòåíêå ñîñóäà, è îòñëåæèâàåò èõ ïåðåìåùåíèå ïî âðåìÿ ñåðäå÷íîãî
öèêëà. Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ ñòîÿòñÿ êðèâûå âðåìÿ-äåôîðìàöèÿ äëÿ îòäåëüíûõ
ñåêòîðîâ îêðóæíîñòè ñîñóäà, à òàêæå ãëîáàëüíîé äåôîðìàöèè ñòåíêè.

Àíåâðèçìà àîðòû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñîïðîâîæäàåòñÿ òðîìáèðîâàíèåì àíå-
âðèçìàòè÷åñêîãî ìåøêà, ÷òî, áåçóñëîâíî, âëèÿåò íà äâèæåíèå è ñâîéñòâà ñòåíêè. Â
ýòîé ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû äàííûå î äåôîðìàöèè êàê ñòåíêè àíåâðèçìû (âíåøíÿÿ),
òàê è âíóòðåííåãî ïðîñâåòà (âíóòðåííÿÿ), îáðàçîâàííîãî òðîìáîì. Áûëà èçó÷åíà
ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííåé è âíåøíåé äåôîðìàöèåé, îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ îòäåëü-
íûõ ñåêòîðîâ, èçó÷åíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïðîöåíòîì òðîìáèðîâàíèÿ àíåâðèçìû, å¼
äèàìåòðîì è ìåõàíè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå äåôîðìàöèé ïî-
ëó÷åííûõ íà ÓÇÈ ñ äàííûìè ìåõàíè÷åñêîãî îäíîîñíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 20-71-10034-Ï).
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Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ôàçîâîå îïèñàíèå êîëåáàòåëüíîé òåðìîêîíöåíòðàöè-
îííîé êîíâåêöèè ñ ó÷åòîì ýôôåêòà Ñîðå â ñìåæíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷åéêàõ ïî-
ðèñòîé ñðåäû, ïîäîãðåâàåìûõ ñíèçó ïðè íàëè÷èè ïîëÿ òÿæåñòè. Ãîðèçîíòàëüíûå
ãðàíèöû ÿ÷ååê ïîëàãàþòñÿ íåïðîíèöàåìûìè (â òîì ÷èñëå äëÿ ïðèìåñè), òåïëîâîé
ïîòîê ÷åðåç íèõ � ôèêñèðîâàííûì. Âåðòèêàëüíûå ãðàíèöû èìåþò ìàëóþ òåïëîïðî-
âîäíîñòü. Óðàâíåíèÿ äëÿ òåïëîâîé êîíâåêöèè çàïèñûâàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè Äàðñè�
Áóññèíåñêà [1] è ó÷èòûâàþò ýôôåêò Ñîðå. Òåïëîîáìåí ìåæäó ÿ÷åéêàìè îïèñûâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñëàãàåìîãî, ôîðìàëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïðåäåëåííîìó èñòî÷íèêó
òåïëà. Ñâÿçü ìåæäó ÿ÷åéêàìè ïðîèñõîäèò ÷åðåç ïîëå òåìïåðàòóðû. Èñïîëüçóÿ ìå-
òîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ äëèííîâîëíîâîé êîíâåêöèè.
Ïîñêîëüêó àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåìû, â ðàìêàõ ñëàáîíåëèíåéíîãî àíàëèçà,
ìîæíî ïîñòðîèòü òîëüêî âáëèçè ãðàíèöû êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè, à âîïðîñ î
êîëëåêòèâíûõ ýôôåêòàõ àêòóàëåí äëÿ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ, â ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñëó÷àé êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ
äëÿ äèíàìèêè àìïëèòóä êîëåáàòåëüíûõ ìîä ñî ñâÿçüþ è èç íèõ ïîëó÷àþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ôàç êîëåáàíèé [2], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè óðàâíåíèÿìè ôàçîâîãî
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îïèñàíèÿ. Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ â ñè-
ñòåìå ñóùåñòâóåò ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè òå÷åíèé, â ÷àñòíîñòè, ðåæèì óñòîé÷èâîãî
ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ [3].

Õîòÿ ôàçîâîå îïèñàíèå ïðèìåíÿëîñü ê ìíîãî÷èñëåííûì ïðîáëåìàì â ðàçíûõ îá-
ëàñòÿõ íàóêè [4], åãî ïðèìåíåíèå â îáëàñòè ãèäðîäèíàìèêè áûëî îãðàíè÷åíî, îñîáåí-
íî â îòíîøåíèè ñèíõðîíèçàöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî áîëüøèíñòâî ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ çàäà÷ � ýòî ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ïîëíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îïèñàíèå ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêî. Èçó÷åíèå ñèíõðîíèçàöèè â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ ìîæåò äàòü âàæíûå çíàíèÿ îá óïðàâëåíèè òåïëî- è ìàññîïåðåíîñîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ áþäæåòíîé òåìû � 1023041300072-3-2.3.2.
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Âòîðè÷íîå èçìåëü÷åíèå ìíîãîêîìïîíåíòíûõ êàïåëü æèäêîñòåé ñ÷èòàåòñÿ îäíèì
èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ òîïëèâíûõ òåõíîëîãèé. Ñðåäè èçâåñò-
íûõ ñïîñîáîâ âòîðè÷íîãî èçìåëü÷åíèÿ ìèêðî-âçðûâíîé ðàñïàä ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå
ïðîäóêòèâíûì âñëåäñòâèå ñóùåñòâåííî áîëüøåãî ðîñòà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè æèä-
êîñòè â åäèíèöó âðåìåíè [1]. Áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé ìèêðî-âçðûâíîãî
ðàñïàäà ïîçâîëÿþò ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïðîãíîçèðîâàòü âðåìÿ çàäåðæêè
ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñïàäà, íî â òî æå ñàìîå âðåìÿ íå äàþò ïðåäñòàâëåíèé î êîëè÷å-
ñòâå è ñðåäíèõ ðàçìåðàõ âòîðè÷íûõ ôðàãìåíòîâ, ïî ïðè÷èíå îòñóòñòâèÿ àäåêâàòíûõ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñâåäåíèé è ñëîæíîñòåé âû÷èñëåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàç-
ðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ âòîðè÷íûõ ôðàãìåíòîâ ïðè ìèêðî-
âçðûâíîì ðàñïàäå äâóõæèäêîñòíûõ êàïåëü.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïàäà äâóõæèäêîñòíîé êàïëè ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä VOF [2].
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñïàäà äâóõæèäêîñòíîé êàïëè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âîäà âíóò-
ðè êàïëè äîñòèãëà ñîñòîÿíèÿ ïåðåãðåâà, ò.å. óñëîâèé ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñïàäà [3],
â ðåçóëüòàòå ÷åãî âáëèçè ãðàíèöû ¾âîäà/òîïëèâî¿ îáðàçîâàëàñü ïàðîâàÿ ïðîñëîéêà.
Óâåëè÷åíèå ðàçìåðîâ êàïëè ïðîèñõîäèëî çà ñ÷åò ïîñòîÿííîãî ïðèòîêà ïàðîâ ñ ãðà-
íèöû ¾âîäà/òîïëèâî¿, äàâëåíèå ïàðîâ çàäàâàëîñü â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû.
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Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû áûëà ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïðîãíîçè-
ðîâàíèÿ ïîñëåäñòâèé ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñïàäà äâóõæèäêîñòíûõ êàïåëü. Ïðè ñðàâ-
íåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå.
Íàñòîÿùàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ êîìïëåêñíûõ ïîä-
õîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ ìèêðî-âçðûâíîãî ðàñïàäà, ïîçâîëÿþùèõ ïðîãíîçèðîâàòü íå
òîëüêî âðåìÿ çàäåðæêè ðàñïàäà, íî òàêæå åãî ïîñëåäñòâèÿ â âèäå õàðàêòåðèñòèê
âòîðè÷íûõ ôðàãìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò � 23-69-10006).
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ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈÈ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ Â
ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÉ ÐÀÑÕÎÄÎÌÅÒÐÈÈ

Ã.Þ. Ôèëÿêîâ1, Ê.Â. Ðûìàðåíêî1, Ñ. Â. Ñóõèíèí2

1Íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííàÿ êîìïàíèÿ ¾ÑÈÀÍÒ¿, Íîâîñèáèðñê
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Êîíòðîëü ðàñõîäà ãàçà, æèäêîñòè è ãàçîæèäêîñòíûõ ñìåñåé îäíà èç ãëàâíåéøèõ
çàäà÷ â íåôòåãàçîäîáûâàþùåé îòðàñëè. Âûáîð êîíêðåòíîãî óñòðîéñòâà ÷àùå âñåãî
ïðîèñõîäèò íà îñíîâå ñëîæèâøåéñÿ ïðàêòèêè ïðèìåíåíèÿ â êîíêðåòíîé êîìïàíèè.
Øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íàêëàäíûå è ñòàöèîíàðíûå ðàñõîäîìåðû ðàçëè÷íîãî òèïà,
âêëþ÷àÿ óëüòðàçâóêîâûå è ñóæàþùèå óñòðîéñòâà äëÿ çàìåðîâ ãàçëèôòíîãî ãàçà â
óñëîâèÿõ íåôòåãàçîêîíäåíñàòíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ [1].
Îïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò â ìíîãîôàçíîì ïîòîêå ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé èëè
íå ðåøàåìîé ïðîáëåìîé, îñîáåííî äëÿ ìàëûõ êîíöåíòðàöèé îäíîé èç êîìïîíåíò
ãåòåðîãåííîé ñðåäû.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàíû àêóñòè÷åñêèé è ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèé ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò â äâóõêîìïîíåíòíîé (äâóõôàç-
íîé) ñïëîøíîé ñðåäå. Êðîìå ÷èñòî íàó÷íîãî èíòåðåñà ýòè ìåòîäû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ ðàñõîäîìåòðèè êîìïîíåíò ïðè äîáû÷è ãàçîâîãî êîíäåíñàòà [2].
Àêóñòè÷åñêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò îñíîâàí íà îïèñàíèè ìå-
õàíèêè ãåòåðîãåííîé ñïëîøíîé ñðåäû ïðè ïîìîùè ôîíîííûõ êðèñòàëëîâ. Äëÿ ìàëûõ
êîíöåíòðàöèé îäíîé èç êîìïîíåíò (æèäêîé èëè ãàçîîáðàçíîé) ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿ-
åò îïðåëåèòü êîíöåíòðàöèþ êîïîíåíò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðè ïîìîùè èçìåðåíèÿ
ñêîðîñòè çâóêà äëÿ äëèííûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí [3, 4].
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Ãèäðîãàçîäèíàìè÷åñêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò. Ãèïîòåçû: ìàñ-
ñîâûé ðàñõîä â âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíå ïîñòîÿíåí â êàæäîì ñå÷åíèè, äëÿ âñåõ êî-
îðäèíàò; äâèæåíèå óñòàíîâèâøååñÿ; ïîòîê èçîòåðìè÷åñêèé (ñîõðàíåíèå ýíåðãèè); ãà-
çîâàÿ êîìïîíåíòà èìååò ìàëóþ îáúåìíóþ êîíöåíòðàöèþ, âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå è
ìåõàíè÷åñêèå ïàðìåòðû êîìïîíåíò èçâåñòíû. Â ýòîì ñëó÷àå êîíöåíòðàöèÿ êîìïî-
íåíò îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êîíòðîëüíûõ èçìåðåíèé äàâëåíèÿ â ïîòîêå íà ðàçíîé
ãëóáèíå.
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ÐÀÑÒÅÊÀÍÈÅ ÑËÎß ÍÀ ÂÐÀÙÀÞÙÅÉÑß ÏËÎÑÊÎÑÒÈ
Â ÂÎÄÍÎÌ ÐÀÑÒÂÎÐÅ ÏÎËÈÌÅÐÀ

Î.À. Ôðîëîâñêàÿ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå âîäíîãî ðàñòâîðà ïîëèìåðà
â ñëîå, îãðàíè÷åííîì ñíèçó òâåðäîé ñòåíêîé, à ñâåðõó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîêîÿùàÿñÿ æèäêîñòü çàïîëíÿåò ñëîé 0 < z < s0, îãðà-
íè÷åííûé òâåðäîé ïëîñêîñòüþ z = 0 è ñâîáîäíîé ãðàíèöåé z = s0. Äàëåå ïëîñêîñòü
z = 0 íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè z ñ çàäàííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω(t), óâëåêàÿ
çà ñîáîé æèäêîñòü. Ïðè ýòîì ãðàíèöà ñëîÿ z = s(t) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-
ñòüþ. Íà òâåðäîé ñòåíêå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå
èñêîìûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò êèíåìàòè÷åñêîìó è äèíàìè÷åñêîìó óñëîâèÿì.

Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à î ðàñòåêàíèè ñëîÿ íà âðàùàþùåéñÿ ïëîñêîñòè èçó÷à-
åòñÿ äëÿ ìîäåëè æèäêîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà [1], êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñà-
íèÿ äâèæåíèÿ âîäíûõ ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ
Íàâüå�Ñòîêñà èññëåäóåìàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð � êîýôôè-
öèåíò ðåëàêñàöèîííîé âÿçêîñòè. Åùå îäíî îòëè÷èå äàííîé çàäà÷è îò àíàëîãè÷íîé
äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè [2] ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-
òè÷íîé ôóíêöèåé ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, è çàðàíåå åå ïî-
ëîæåíèå íåèçâåñòíî. Ñ ïîìîùüþ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çà-
äà÷å â ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè. Èçó÷åíî âëèÿíèå ðåëàêñàöèîííîé âÿçêîñòè íà èç-
ìåíåíèå òîëùèíû ñëîÿ æèäêîñòè ñî âðåìåíåì äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ âðàùåíèÿ
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ïëîñêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ ìîíîòîííî çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà ðåëàê-
ñàöèîííîé âÿçêîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 24-21-00213).
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåôîðìèðóåìîå òåëî, ñîäåðæàùåå æåñòêîå âêëþ÷åíèå ñ òðåùè-
íîé íà ÷àñòè ãðàíèöû âêëþ÷åíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåëî ãèïåðóïðóãîå, îíî ìî-
æåò èñïûòûâàòü áîëüøèå äåôîðìàöèè, ïîýòîìó îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ íåëèíåéíîé
òåîðèè. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå, êîòîðîå íå ïîçâîëÿ-
åò ïðîòèâîïîëîæíûì áåðåãàì òðåùèíû ïðîíèêàòü äðóã â äðóãà. Óêàçàííîå óñëîâèå
íåïðîíèêàíèÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííèì îãðàíè÷åíèåì íà çàðàíåå
íåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ òî÷åê âêëþ÷åíèÿ è îêðóæàþùåé åãî ãèïåðóïðóãîé ñðåäû.
Îáñóæäàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å ðàâíîâåñèÿ îïèñàííîãî òåëà.
Îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñëàáóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííûõ ìå-
òîäîâ ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.

ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅ ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â
ÄËÈÍÍÎÉ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÛ
ÏÐÈ ÌÎÄÓËßÖÈÈ ÂÍÅØÍÅÃÎ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ

Ì.Ð. Õàáèí1, Á. Ñ. Ìàðûøåâ1,2
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Èññëåäóåòñÿ âîçíèêíîâåíèå êîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèè â âûòÿíóòîé ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè âûñîòîé H è äëèííîé L çàïîëíåííîé ïîðèñòîé ñðåäîé ïðè ìî-
äóëÿöèè âíåøíåãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîòîêà. Ôèëüòðàöèîííûé ïîòîê ñêâîçü îáëàñòü
îáóñëîâëåí íàëè÷èåì ïåðåïàäà äàâëåíèÿ ìåæäó âåðòèêàëüíûìè ãðàíèöàìè, êîòî-
ðûé çàâèñèò îò âðåìåíè ïî çàäàííîìó ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Ìåæäó âåðòèêàëüíû-
ìè ãðàíèöàìè çàäàåòñÿ ïîòîÿííûé ïåðåïàä êîíöåíòðàöèè. Ãîðèçîíòàëüíûå ãðàíèöû
îáëàñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðîíèöàåìûìè äëÿ íåñóùåéæèäêîñòè è ïðèìåñè.
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Äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ ñìåñè èñïîëüçóåòñÿ MIM (mobile/immobile media) ïîäõîä
[1], îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçäåëåíèè ïðèìåñè íà ìîáèëüíóþ è íåìî-
áèëüíóþ êîìïîíåíòû. Â ðàìêàõ MIM ïîäõîäà äâèæåíèå ìîäèëüíîé êîìïîíåíòû îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì àäâåêöèè-äèôôóçèè, êîòîðîå äîëæíî áûòü äîïîëíåíî êèíåòè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïåðåõîä ïðèìåñè ìåæäó êîìïîíåí-
òàìè. Â èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå,
êîòîðîå ó÷èòûâàåò íàëè÷èå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â íåìî-
áèëüíîé êîìïîíåíòå, êîòîðóþ ñïîñîáíà óäåðæàòü òâåðäàÿ ìàòðèöà ñðåäû [2]. Ôèëü-
òðàöèîííîå òå÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ â ïðèáëèæåíèè Äàðñè-Áóññèíåñêà [3], ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ó÷åñòü âëèÿíèå ãðàâèòàöèè íà òå÷åíèå íåîäíîðîäíîãî ïî ïëîòíîñòè ôëþèäà.
Ïîðèñòîñòü ñðåäû ìåíÿåòñÿ ëèíåéíûì îáðàçîì óìåíüøàÿñü ñ ðîñòîì êîíöåíòðàöèè
íåìîáèëüíîé êîìïîíåíòû. Âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè ñðåäû íà ïðîíèöàåìîñòü
ñðåäû ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ Êîçåíè-Êàðìàíà, æèäêîñòü ñ÷èòàåòñÿ
íå ñæèìàåìîé.

Çàäà÷à ðåøåíà ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [4]. Óðàâíåíèÿ îïèñûâàþùèå äèíàìè-
êó â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî ÷èñëó Ðåëåÿ-Äàðñè óäàåòñÿ ñâåñòè ê îäíîìåðíîé
çàäà÷å. Ê ñîæàëåíèþ îíà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè, â ñâÿçè ñ ÷åì ðå-
øàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíû ïî-
ëÿ êîíöåíòðàöèè è äàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ñ ó÷åòîì
ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà, îïèñûâàþùåãî èíòåñèâíîñòü ôèëüòðàöèè â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (íî-
ìåð ïðîåêòà 20-11-20125).
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ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÐÅÄ

Ñ.Â. Õàáèðîâ

Èíñòèòóò ìåõàíèêè èì. Ð.Ð. Ìàâëþòîâà ÓÔÈÖ ÐÀÍ, Óôà

Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé ãàçîâîé äèíàìèêè äàåò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, çàâèñÿùåå
îò âðåìåíè (ðåëàêñàöèÿ) â ñèëó ðåîëîãèè èëè â ðåçóëüòàòå ýíåðãåòè÷åñêîãî óñðåä-
íåíèÿ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ýëåìåíòàðíîì îáúåìå ìíîãîôàçíîé ñðåäû.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû

DV = V∇ · ~u,D~u = V (eV V∇V + eV S∇S), eSDS + et = 0,
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ãäå ε � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ε = e(V, S, t) � óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, V �
óäåëüíûé îáúåì, S � ýíòðîïèÿ, ~u � ñêîðîñòü ÷àñòèöû, D = ∂t + ~u · ∇,∇ = ∂~x.

Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïî óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ âû÷èñëåíèÿ ïðå-
îáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, íå ìåíÿþùèõ âèä ñèñòåìû, íî èçìåíÿþùèõ ôóíê-
öèþ e.

Äëÿ ôóíêöèè e îáùåãî âèäà àëãåáðà Ëè ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà-
åòñÿ áàçèñîì îïåðàòîðîâ

{Xi, i = 1, 2, 3} = ∂~x, {X3+i} = t∂~x + ∂~u, {X6+i} = ~x× ∂~x + ~u× ∂~u, X10 = ∂t,

X11 = t∂t + ~x · ∂~x, X12 = ~x · ∂~x + ~u · ∂~u + 2e∂e, X13 = V ∂V , X14 = V ∂e,

X15 = ∂e, < η(t, S) >= η(t, S)∂S, η � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé e ïîÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé. Ïîëíàÿ ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîâåäåíà â ðàáîòàõ [1, 2, 3, 4].
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ÌÍÎÃÎÔÀÇÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÂÈÑÌÓÒÀ
Â ØÈÐÎÊÎÌ ÄÈÀÏÀÇÎÍÅ ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉ È ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐ

Ê.Â. Õèùåíêî

Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò âûñîêèõ òåìïåðàòóð ÐÀÍ, Ìîñêâà
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Äîëãîïðóäíûé
Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ×åëÿáèíñê

Ðåøåíèå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â ìà-
òåðèàëàõ ïðè èíòåíñèâíûõ èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèÿõ äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ òðåáóåò çíàíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû âî âñåé îáëàñòè ðåà-
ëèçóåìûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ [1]. Â ïðîöåññàõ âûñîêîñêîðîñòíîãî ñî-
óäàðåíèÿ òåë, âçàèìîäåéñòâèÿ èíòåíñèâíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ñ òâåðäîòåëüíûìè
ìèøåíÿìè, ýëåêòðè÷åñêîãî âçðûâà ïðîâîäíèêîâ ïðè íàãðåâå ìîùíûì èìïóëüñîì òî-
êà ñîñòîÿíèå âåùåñòâà ìåíÿåòñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ïî äàâëåíèþ (P ), óäåëüíîìó
îáúåìó (V = 1/ρ, ãäå ρ � ïëîòíîñòü) è òåìïåðàòóðå (T ). Ïðè ýòîì âåùåñòâî ìîæåò
ïðåòåðïåâàòü ôàçîâûå ïðåâðàùåíèÿ (íàïðèìåð, ïëàâëåíèå è èñïàðåíèå). Óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà, êîòîðûé ìîæåò áûòü â ðàçëè÷íûõ ôàçàõ (òâåðäîé, æèäêîé,
ãàçîîáðàçíîé), ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ ïðî-
öåññîâ ìåòîäàìè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.
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Â ýòîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ âèñìóòà ñ ó÷åòîì ïëàâëåíèÿ
è èñïàðåíèÿ ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ è òåìïåðàòóðàõ. Â ïðåäëîæåííîé ìîäåëè òåð-
ìîäèíàìèêè ìåòàëëà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýíåðãèè ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå (Fc) è òåïëîâîìó âêëàäó àòîìîâ
(Fa) è ýëåêòðîíîâ (Fe):

F (V, T ) = Fc(V ) + Fa(V, T ) + Fe(V, T ). (1)

Ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ (1) çàïèñûâàþòñÿ ïî-ðàçíîìó äëÿ ðàçíûõ ôàç [2].
Äëÿ èëëþñòðàöèè êà÷åñòâà ïîëó÷åííîãî ìíîãîôàçíîãî óðàâíåíèÿ âèñìóòà ïðîâå-

äåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ýòîãî ìåòàë-
ëà íà èçîáàðàõ, èçîòåðìàõ, èçîýíòðîïàõ è óäàðíûõ àäèàáàòàõ ñ èìåþùèìèñÿ äàííû-
ìè ýêñïåðèìåíòîâ ïðè âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ ýíåðãèè.

Ïîñòðîåííîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âèñìóòà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä â øèðîêîì äèàïàçîíå óäåëüíûõ îáúåìîâ è òåìïåðà-
òóð.
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Èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè äâóõ óïðóãèõ ïëàñòèí, ñîåäèíåííûõ
òîíêîé óïðóãîé ïåðåìû÷êîé â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Íåéìàíà íà âíåøíåé ãðàíè-
öå îäíîé èç ïëàñòèí. Ïåðåìû÷êà îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè òîíêîé óïðóãîé áàëêè
Áåðíóëëè-Ýéëåðà. Ðàññìàòðèâàåìûå óñëîâèÿ íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ ïëàñòèí ñîîòâåò-
ñòâóþò íåêîýðöèòèâíîé êðàåâîé çàäà÷å. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è ïðè ïîäõîäÿùèõ óñëîâèÿõ íà âíåøíèå íàãðóçêè. Äàíî îáîñíîâàíèå
ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ ïî ïàðàìåòðó æåñòêîñòè òîíêîé ïåðåìû÷êè ïðè ñòðåìëåíèè
ïàðàìåòðà æåñòêîñòè ê íóëþ è ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíûõ
ìîäåëåé.
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Öåíòðàëüíûé èíñòèòóò àâèàöèîííîãî ìîòîðîñòðîåíèÿ èì. Ï.È. Áàðàíîâà,
Ìîñêâà
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà

Èçâåñòíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè ìíîãèõ ìåòàëëè÷åñêèõ èçîòðîïíûõ ñïëàâîâ
ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè, çàäàâàåìûìè óñëîâèÿìè Ìèçåñà è Òðåñêà. Èñ-
ñëåäîâàòåëÿìè ïðåäëîæåí ðÿä óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèõ çàäàâàòü òàêèå ïîâåðõíîñòè,
íàïðèìåð, óñëîâèå Õîñôîðäà [1]:(

(σ1 − σ2)a + (σ2 − σ3)a + (σ1 − σ3)a

2

)1/a

= σy

ãäå σ1, σ1 è σ3 � ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ; σy � ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì íàãðó-
æåíèè; a � ïàðàìåòð Õîñôîðäà (a = 2 èëè a = 4 � óñëîâèå Ìèçåñà, a = 1 èëè a =∞
� óñëîâèå Òðåñêà).

Â ðàáîòàõ [2, 3] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ â MSC.Marc
ðàçãîííûõ èñïûòàíèé äèñêîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ íàãðóæåíèÿ Õîñôîðäà äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a ñ ðåçóëüòàòàìè èñïûòàíèé. Íàèëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòà-
òàì èñïûòàíèé äèñêà èç æàðîïðî÷íîãî äåôîðìèðóåìîãî ñïëàâà ïîêàçàë ðàñ÷åò ïðè
a = 6, à èç òèòàíîâîãî ñïëàâà ÂÈÒ-6 � ïðè a = 80. Âîçìîæíîñòü âûáîðà ïîâåðõíîñòè
íàãðóæåíèÿ Õîñôîðäà îòñóòñòâóåò â îñíîâíûõ CAE-ïàêåòàõ, èñïîëüçóþùèõñÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçãîííûõ èñïûòàíèé â îòðàñëè.

Äîêëàä ïîñâÿùåí îïèñàíèþ àëãîðèòìà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñîîòíîøåíèé ìî-
äåëè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ íàãðóæåíèÿ Õîñôîðäà ïðè èçîòðîïíîì
óïðî÷íåíèè. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ âûðàæåíû
àíàëèòè÷åñêè ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç âòîðîé èíâàðèàíò
äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé è óãîë âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ðàñ÷åò îðãàíèçîâàí ïî
ìåòîäó óïðóãèé ïðåäèêòîð/ïëàñòè÷åñêèé êîððåêòîð ïî íåÿâíîé ñõåìå ñ âîçâðàòîì íà
ïîâåðõíîñòü íàãðóæåíèÿ. Â äîêëàä âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
îïèñàííîãî àëãîðèòìà.

Ñ ó÷åòîì àêòóàëüíîñòè èìïîðòîçàìåùåíèÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü ïîëåç-
íû ðàçðàáîòè÷êàì îòå÷åñòâåííûõ CAE-ïàêåòîâ.
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ÐÅÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÈ
ÌÅËÊÎÑÎÑÓÄÈÑÒÛÕ ÖÅÐÅÁÐÀËÜÍÛÕ ÏÀÒÎËÎÃÈÉ ÍÀ

ÎÑÍÎÂÅ ÈÍÒÐÀÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

À.À. ×åðåâêî1, Ò. Ñ. Øàðèôóëëèíà1, À. Â. Ãîðáàòûõ2

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íàöèîíàëüíûé ìåäèöèíñêèé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð èìåíè àêàäåìèêà
Å.Í.Ìåøàëêèíà, Íîâîñèáèðñê

Öåðåáðàëüíàÿ àðòåðèîâåíîçíàÿ ìàëüôîðìàöèÿ (ÀÂÌ) ÿâëÿåòñÿ ïàòîëîãèåé ðàç-
âèòèÿ ñîñóäîâ ãîëîâíîãî ìîçãà, ïðè êîòîðîé àðòåðèàëüíîå è âåíîçíîå êðîâåíîñíûå
ðóñëà ñîåäèíåíû êëóáêîì áåñïîðÿäî÷íî ïåðåïëåòåííûõ âûðîæäåííûõ ñîñóäîâ. Ýòî
îïàñíîå çàáîëåâàíèå, âëèÿþùåå íà ôóíêöèîíèðîâàíèå ãîëîâíîãî ìîçãà, ïðè êîòîðîì
âåëèê ðèñê âíóòðèìîçãîâîãî êðîâîèçëèÿíèÿ. Îäíèì èç ìåòîäîâ ëå÷åíèÿ àðòåðèîâå-
íîçíîé ìàëüôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ýìáîëèçàöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé âíóòðèñîñóäè-
ñòîå çàïîëíåíèå êëóáêà ñîñóäîâ ÀÂÌ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî æèäêîãî çàãóñòåâà-
þùåãî âåùåñòâà (ýìáîëè÷åñêîãî àãåíòà) ñ öåëüþ áëîêèðîâàíèÿ êðîâîòîêà ÷åðåç íèõ.
Äàííûé ñïîñîá õèðóðãè÷åñêîãî âìåøàòåëüñòâà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ, íî äî ñèõ ïîð â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðèîïåðàöèîííûì ðàçðûâîì ñîñóäîâ ìàëüôîð-
ìàöèè. Â ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ýìáîëèçàöèè ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ áåçîïàñíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóðû [1].

Îäíèì èç ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïàòîëîãèþ ÿâëÿåòñÿ åå ïðîíèöàåìîñòü,
êîòîðàÿ âàæíà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññà ýìáîëèçàöèè. Äëÿ ðåêîíñòðóêöèè õàðàêòåðè-
ñòèê ïðîíèöàåìîñòè ïàòîëîãèé èñïîëüçîâàíû äàííûå, ïîëó÷åííûå ïðè ýìáîëèçàöèè
ÀÂÌ (13 ïàöèåíòîâ ñ îáùèì êîëè÷åñòâîì èçìåðåíèé 54). Íà îñíîâå àíàëèçà äàí-
íûõ ïðåäëîæåíî ðàçäåëåíèå ïàòîëîãèé íà äâà êëàññà ïî ôèëüòðàöèîííûì õàðàê-
òåðèñòèêàì, êîòîðîå áûëî ïîäòâåðæäåíî ñ ïîìîùüþ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîäõîäîâ:
ýêñïåðòíîé îöåíêè è êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà. Àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè îò-
íîñèòåëüíîé ôàçîâîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ ýòèõ êëàññîâ áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ
îáîáùåíèÿ ìîäåëè Áðóêñà-Êîðè è ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà íà îñíîâå ñìåøàííûõ
ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé (LME). Ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí ìåòîä ðåêîíñòðóêöèè ïðî-
íèöàåìîñòè ñîñóäèñòûõ ïàòîëîãèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòðàîïåðàöèîííûõ èçìåðåíèé
ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ âáëèçè ïàòîëîãèè [2]. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýìáîëè-
çàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ îòíîñèòåëüíûõ ôàçîâûõ ïðîíèöàåìîñòåé äëÿ
ïðåäëîæåííûõ êëàññîâ ïîêàçàëî ðàçëè÷èÿ â õàðàêòåðå ýìáîëèçàöèè. Ýòî ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î òîì, ÷òî àðòåðèîâåíîçíûå ìàëüôîðìàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì êëàññàì,
ìîãóò òðåáîâàòü ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ýìáîëèçàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 22-11-
00264).



172 Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Cherevko A.A., Gologush T. S., Petrenko I. A., Ostapenko V.V., Panarin, V.A.
Modelling of the arteriovenous malfor-mation embolization optimal scenario. Royal
Soc. Open Sci. 2020. V. 7. �. 7. 191992. P. 1�16.

2. Khe A.K. et al. Monitoring of hemodynamics of brain vessels. J. App. Mech. Tech.
Phys. 2017. V. 58. P. 763�770.

Î ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅÆÈÌÀÕ ÑÒÅÊÀÍÈß ÂßÇÊÎÉ
ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÊÀÏËÈ ÏÎ ÍÀÊËÎÍÍÎÉ ÏÎÄËÎÆÊÅ

Ê.À. ×åõîíèí1,2

1Õàáàðîâñêîå îòäåëåíèå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Õàáàðîâñê
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíûé ïðîöåññ ðàñòåêàíèÿ è äâèæåíèÿ âÿçêîé
íåñæèìàåìîé êàïëè íà íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííûõ, êà-
ïèëëÿðíûõ è äèññèïàòèâíûõ ñèë. Äèññèïàöèÿ ýíåðãèè ñâÿçàíà ñ âÿçêèìè ýôôåêòàìè
æèäêîñòè, íàëè÷èåì òðåíèÿ-ñêîëüæåíèÿ íà òâåðäîé ïîâåðõíîñòè è ëèíèè òðåõôàç-
íîãî êîíòàêòà, ãèñòåðåçèñíûìè ÿâëåíèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ æèäêîñòè ñ ãåòåðîãåííîé
ïîâåðõíîñòüþ ïîäëîæêè. Íà îñíîâå óðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà è íåðàçðûâíîñòè ïðåä-
ëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, êîòî-
ðàÿ ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèîíàëó Ëàãðàíæà ñ îáåñïå÷åíèåì ïðîêñèìàëüíûõ ñâîéñòâ. Èñ-
ñëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è. Åå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðîèçâîäèì ìåòîäîì êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà ñ íåÿâíîé ëèíåàðèçàöèåé ñèë ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ. Àïïðîêñèìàöèþ îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è (âåêòîð ñêîðîñòè è äàâ-
ëåíèå) ïðîèçâîäèì ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè èõ ñåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ
(LBB � óñëîâèå). Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ íà ëèíèè òðåõôàçíîãî
êîíòàêòà ïðåäëîæåíà îðèãèíàëüíàÿ ìîäåëü ñêîëüæåíèÿ ñ âûáîðîì äëèíû ñêîëüæå-
íèÿ â ôóíêöèè îò îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (êðèòè÷åñêîãî è òåêóùåãî êàïèëëÿðíî-
ãî ÷èñëà, ïàðàìåòðîâ Ðåéíîëüäñà è Ñòîêñà, ãèñòåðåçèñà äèíàìè÷åñêîãî êîíòàêòíîãî
óãëà ñìà÷èâàíèÿ).

Ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íàéäåíû çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è,
ïðèâîäÿùèå ê óñëîâèÿì ¾ïðèëèïàíèÿ¿ êàïëè ê íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè, â òîì ÷èñëå
ñ íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Ïîêàçàíî âëèÿíèå îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà
ïðîöåññ ñòåêàíèÿ êàïëè: ñêàòûâàíèå, êà÷åíèå ñ èíåðöèîííî-êàïèëëÿðíûìè è âÿçêî-
êàïèëëÿðíûìè äèíàìè÷åñêèìè ðåæèìàìè. Äëÿ óñëîâèé äîìèíèðóþùåãî çíà÷åíèÿ
êàïèëëÿðíûõ ñèë ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñòåêàíèè êàïëè
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè è øàðå. Ïîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü è âû÷èñëèòåëüíàÿ
ýôôåêòèâíîñòü ìîäåëè, îáëàäàþùåé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõîäèìîñòüþ, êîíñåðâàòèâ-
íîñòüþ ñ ïîâûøåíèåì øàãà âðåìåíè íà äâà ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî èñïîëüçóåìûõ â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Îäèí èç òèïîâ àýðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè êðûëüåâ ëåòàòåëüíûõ àïïàðà-
òîâ - ýòî äèâåðãåíöèÿ. Îíà âîçíèêàåò âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ âîçíèêàþùèõ ïðè
îáòåêàíèè êðûëà àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë è óïðóãèõ ñèë åãî êîíñòðóêöèè. Ïåðåõîä ê
äèâåðãåíöèè ïðîèñõîäèò ïðè íóëåâîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé. Îáùèé ìåõàíèçì äèâåðãåí-
öèè, îïèñàííûé â ëèòåðàòóðå, ñîñòîèò â óìåíüøåíèè îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
äî íóëÿ çà ñ÷åò îòðèöàòåëüíîé àýðîäèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè, ñëèÿíèè ñ åå ïàðíîé
÷àñòîòîé è (ïîñëå ñëèÿíèÿ) ïðåîáðàçîâàíèè â îäíó çàòóõàþùóþ è îäíó ðàñòóùóþ
÷àñòîòó. Â áîëüøèíñòâå ïðèìåðîâ ýòîãî ìåõàíèçìà èñïîëüçóåòñÿ êâàçèñòàöèîíàð-
íàÿ àýðîäèíàìèêà, êîòîðàÿ ïîäõîäèò äëÿ àíàëèçà äèâåðãåíöèè èç-çà ñâîåé ñòàòè÷å-
ñêîé ïðèðîäû. Îäíàêî, â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ìåõàíèçì ìåíÿåòñÿ ïðè
èñïîëüçîâàíèè íåñòàöèîíàðíîé àýðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè. À èìåííî, íå ïðîèñõîäèò
ñëèÿíèÿ ÷àñòîò, íî "ñòðóêòóðíûå"ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû çàòóõàþò. Ìîäà ðàñõîäèìî-
ñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì åñòåñòâåííîé ìîäû, à âûäåëÿåòñÿ èç íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà, êîòîðûé ñóùåñòâóåò â àýðîóïðóãîé ñèñòåìå çà ñ÷åò ñëåäà çà êðûëîì ïðè
èñïîëüçîâàíèè íåñòàöèîíàðíîé àýðîäèíàìèêè è îòñóòñòâóåò â êâàçèñòàöèîíàðíîì
ñëó÷àå.

Â äàííîé ðàáîòå ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèçìà ïåðåõîäà ê äèâåðãåíöèè êðûëà
ïðè åãî íåñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé ðàñ÷åò òðåõìåðíîãî áåçîò-
ðûâíîãî îáòåêàíèÿ ïðÿìîãî êðûëà èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Ñïåöèàëüíî
ðàçðàáîòàííàÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ñîñòîèò
èç äâóõ ìîäóëåé: ïåðâûé ðàññ÷èòûâàåò àýðîäèíàìè÷åñêèå ñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâó-
þùèå íà òåëî, ìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåé [2]; à âòîðîé ðåøàåò óðàâíåíèå áàëêè ñ
ó÷åòîì èçãèáà è êðó÷åíèÿ [3]. Îáúåäèíåíèå äâóõ ìîäóëåé ïðèâîäèò ê ìîäåëèðîâà-
íèþ ÿâëåíèé àýðîóïðóãîñòè âî âðåìåííîé îáëàñòè. Ìàëûå âîçìóùåíèÿ â äâèæåíèå
êðûëà âíîñÿòñÿ ïîñðåäñòâîì óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ïîòîêà, à ïåðåõîä ê äèâåðãåíöèè
îòñëåæèâàåòñÿ ïî ñïåêòðó åãî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Êëàññè÷åñêèå è íåêëàññè÷åñêèå
ìåõàíèçìû ïåðåõîäà ê äèâåðãåíöèè îòëè÷àþòñÿ ïàäåíèåì êðóòèëüíîé ÷àñòîòû äî íó-
ëÿ â ïåðâîì ñëó÷àå è ñîõðàíåíèåì ñóùåñòâåííî îòëè÷íîé îò íóëÿ âî âòîðîì ñëó÷àå.
Îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÐÅÎËÎÃÈÈ ÑËÎÆÍÛÕ ÑÐÅÄ
ÏÐÈÌÅÍÈÒÅËÜÍÎ Ê ÇÀÄÀ×ÀÌ ÌÅÄÈÖÈÍÛ È ÑÏÎÐÒÀ

À.Ï. ×óïàõèí1,3, Ä.Â. Ïàðøèí1,3, À.Ñ. Áåñîâ1, Ä.Â. Òèõâèíñêèé1,3, À.È.
Ëèïîâêà1,3, À.À. Êàðïåíêî3,4, À. Â. Êîïòþã1,2

1 Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
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Ðàçëè÷íûå çàäà÷è ìåäèöèíû è ñïîðòà ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ
ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ è ðåàêöèè íà âíåøíþþ íàãðóçêó ñëîæíûõ ìàòåðèàëîâ â çàâè-
ñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ âèäîâ íàãðóçîê è âíåøíèõ óñëîâèÿõ. Áèîìàòåðèàëû, ýìáîëè-
çèðóþùèå ôëþèäû è ñíåã èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ íåñêîëü-
êèìè ìàñøòàáàìè õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò èõ ôèçè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà. Äëÿ ñòåíîê êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ- ýòî ñëîèñòîñòü è ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà êîëëà-
ãåíîâûõ è ýëàñòèíîâûõ âîëîêîí. Äëÿ ñíåãà � ýòî êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, çàâè-
ñÿùàÿ êàê îò èñòîðèè íàãðóæåíèÿ, èñòîðèè èçìåíåíèÿ âíåøíåé ñðåäû, òàê è îò òå-
êóùèõ òåìïåðàòóðû, âëàæíîñòè, àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ è âîçäåéñòâóþùåé íà íåãî
íàãðóçêè. Äëÿ êëåÿùèõ ïîëèìåðîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ìåäèöèíå � ýòî êîíöåí-
òðàöèÿ â ðàñòâîðå, òåìïåðàòóðà è ìîäóëü ñäâèãà.
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Íà ýòó êðóïíîìàñøòàáíóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ ñëîæíîãî ìàòåðèàëà íàêëàäûâàþòñÿ
ìåëêîìàñøòàáíûå ÿâëåíèÿ: òå÷åíèå êðîâè â ñîñóäå, ñêîëüæåíèå ëûæè ïî ñíåæíîé ïî-
âåðõíîñòè, ðàñïðåäåëåíèå ýìáîëèçèðóþùåãî ôëþèäà â ñåòè ñîñóäîâ àðòåðèîâåíîçíîé
ìàëüôîðìàöèè èëè îïóõîëè. Àäåêâàòíîå îïèñàíèå ïðîöåññà â öåëîì äîëæíî âêëþ-
÷àòü â ñåáÿ âçàèìîäåéñòâèå ìàêðî è ìèêðîìàñøòàáíûõ ÿâëåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ýòà òåìàòèêà èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [1, 2], òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé [4]. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ íàìè èñïîëüçîâàëñÿ ïåðåäîâîé ðåîìåòð
ANTON PAAR (Àâñòðèÿ) ñ íàáîðîì èçìåðèòåëüíûõ ñèñòåì òèïà êîíóñ-ïëîñêîñòü äëÿ
èñïûòàíèÿ ýìáîëèçèðóþùèõ ôëþèäîâ (Ðèñ), è òèïà ïëîñêîñòü-ïëîñêîñòü ñ ïåñî÷íîé
øåðîõîâàòîñòüþ è ïðè òåìïåðàòóðå 37 ◦C (îáà òèïà òåñòîâ) [3]. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ
îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñîòðóäíèêàìè ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ ñîâìåñòíî ñ êîëëåêòè-
âîì èç ÍÌÈÖ èì. àê. Å.Í. Ìåøàëêèíà, à òàêæå Mid Sweden University, SportsTech
Research Center, Ostersund, Sweden.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÍÔ (êîäû ïðîåêòîâ 22-
29-01567 â ÷àñòè ðåîëîãèè ñíåãà è 21-15-00091 â ÷àñòè ðåîëîãèè òêàíè àîðòû).
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ÇÀÄÀ×À Î ÐÀÑÏÀÄÅ ÐÀÇÐÛÂÀ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÕÎÏÔÀ Ñ
ÍÅÂÛÏÓÊËÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÏÎÒÎÊÀ

Â.À. Øàðãàòîâ

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ¾ÌÈÔÈ¿, Ìîñêâà

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Õîïôà

∂v

∂t
+
∂φ(v)

∂x
= 0, v = v(x, t), (1)

çàâèñèò îò âèäà è ïàðàìåòðîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû, ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå
ðàçðûâà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå åäèíñòâåííî, åñëè ôóíêöèÿ ïîòîêà
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φ(v) èìååò íåñêîëüêî òî÷åê ïåðåãèáà. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Âèä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ
äèññèïàòèâíûì è äèñïåðñèîííûì ÷ëåíàìè â äèôôåðåíöèàëüíîì ïðèáëèæåíèè ðàç-
íîñòíîé ñõåìû. Êîýôôèöèåíòû ñõåìíîé äèññèïàöèè è äèñïåðñèè çàâèñÿò îò âèäà
ðàçíîñòíîé ñõåìû, ïîýòîìó ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â çàäà÷å î ðàñïàäå ðàçðûâà ñîîòâåòñòâóþò
íåêîòîðîé óäàðíîé âîëíå, òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèáî îäèí ðàçðûâ, äëÿ êî-
òîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëàêñà (êëàññè÷åñêèé ðàçðûâ), ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç îñîáîãî ðàçðûâà, êëàññè÷åñêîãî ðàçðûâà è ïðîñòîé âîëíû. Îñîáûõ ðàçðûâîâ ìî-
æåò áûòü íåñêîëüêî, íî óñòîé÷èâ òîëüêî îäèí, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ñ íàèìåíüøåé
ñêîðîñòüþ (ïîäðîáíåå ñì. [1]). Ñêîðîñòü ýòîãî óñòîé÷èâîãî îñîáîãî ðàçðûâà çàâèñèò
îò êîýôôèöèåíòîâ ñõåìíîé äèññèïàöèè è äèñïåðñèè, è èìåííî ýòîò ðàçðûâ ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîëí.

Åñëè ôóíêöèÿ ïîòîêà âûïóêëàÿ, òî îñîáûõ ðàçðûâîâ íåò, è åñëè óñòîé÷èâàÿ ðàç-
íîñòíàÿ ñõåìà îáåñïå÷èâàåò "ðàçìàçûâàíèå"ðàçðûâîâ, òî äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíå-
íèÿ Õîïôà âñå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå áóäóò ñõîäèòüñÿ ê îäíîìó è
òîìó æå ðåøåíèþ.

Äëÿ âñåõ ðàçíîñòíûõ ñõåìû, ó êîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíîå ïðèáëèæåíèå îáëàäàåò
áîëüøîé äèññèïàöèåé, ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ áóäóò áëèçêè.

Íè îäíî èç ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì èëè íåïðà-
âèëüíûì, åñëè âñå ÷òî îò íåãî òðåáóåòñÿ, ýòî áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Õîïôà. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü è âûáðàòü åäèíñòâåííîå "ïðàâèëüíîå"ðåøåíèå, íåîáõîäèìà èí-
ôîðìàöèÿ î ïðîöåññàõ äèñïåðñèè è äèññèïàöèè â çîíå óäàðíîãî ïåðåõîäà. Âîïðîñ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ¾íåóñòîé÷èâîñòè¿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íå ìîæåò
áûòü ðåøåí â ðàìêàõ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëè (ò.å îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Õîïôà â
íàøåì ñëó÷àå) îäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íî, åñëè ïðèâëå÷ü èíôîðìàöèþ î ïðîöåññàõ äèññèïàöèè è äèñïåðñèè â çîíå óäàðíîãî
ïåðåõîäà.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß ÊÀÏËÈ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÃÅÐØÅËß-ÁÀËÊËÈ

À.À. Øåáåëåâà, À.Â. Øåáåëåâ, À.Â. Ìèíàêîâ

Ñèáèðñêèé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, Êðàñíîÿðñê

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçðóøå-
íèÿ êàïëè æèäêîñòè ¾åñòåñòâåííîãî¿ ðàçìåðà d0 = 2.8 ìì íà êîòîðóþ âîçäåéñòâó-
åò ïîòîê ãàçà ñî ñêîðîñòüþ 20 ì/ñ. Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîòîêà: ρg = 1.7 êã/ì3,
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µg = 1.789∆10−5 Ïà*ñ, êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ = 0.07 Í/ì. Ñâîé-
ñòâà æèäêîñòè: ρl = 1000 êã/ì3, ðåîëîãèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êàïëè æèäêîñòè îïè-
ñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ãåðøåëÿ-Áàëêëè ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ïðåäåë òåêó÷åñòè
âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè τ0 = 14 Ïà, èíäåêñ òå÷åíèÿ n = 1, èíäåêñ êîíñèñòåíöèè
k = 0.035 Ïà*ñn. ×èñëî Áèíãàìà Bn = 0.1. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü ÷èñ-
ëåííàÿ ìåòîäèêà, îñíîâàííàÿ íà ñî÷åòàíèè VOF ìåòîäà äëÿ ðàçðåøåíèÿ ìåæôàçíîé
ãðàíèöû, LES ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ è òåõíîëîãèé, àäàïòèðî-
âàííûõ ê ãðàíèöå ïîäâèæíûõ ñåòîê. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíî
îïèñàòü ïîâåäåíèå ïîäâèæíîé ãðàíèöû è îñíîâíûõ òóðáóëåíòíûõ ìàñøòàáîâ, êî-
òîðûå ó÷àñòâóþò â ðàçðóøåíèè êàïëè. Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçðóøåíèÿ
êàïëè èñïîëüçîâàëñÿ ïðîãðàììíûé ïàêåò Ansys Fluent. Îïèñàíèå è âåðèôèêàöèÿ
÷èñëåííîé ìåòîäèêè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [1].

Íà Ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ôîðìà ïîâåðõíîñòè êàïëè â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Ýòî òàê íàçûâàåìûé ñìåøàííûé ðåæèì ðàçðóøåíèÿ, íà íà÷àëüíîì ýòàïå íàáëþäà-
åòñÿ ñïëþùèâàíèå ïåðåäíåé è çàäíåé ïîâåðõíîñòè êàïëè, â ìîìåíò âðåìåíè 9500 ìêñ
ôîðìà ïîâåðõíîñòè íàïîìèíàåò ïëîñêèé äèñê, ÷åðåç 3000 ìêñ ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåò
ðàçâèâàòüñÿ ðàçðóøåíèå êàïëè ïî òèïó ïàðàøþò. Âðåìÿ èíäóêöèè ðàçðóøåíèÿ ñî-
ñòàâëÿåò t ≈ 14515 ìêñ, îòíîøåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè äåôîðìàöèè ÿäðà êàïëè
(ïåðåä íà÷àëîì åå ðàçðóøåíèÿ) ê íà÷àëüíîìó ðàçìåðó êàïëè dmax/d0 = 2.806.

Ðèñ. 4: Ôðîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ðàçðóøåíèÿ ïîâåðõíîñòè êàïëè â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè

Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî ïðè ïîääåðæêå ÊÃÀÓ ¾Êðàñíîÿðñêèé êðàåâîé ôîíä
ïîääåðæêè íàó÷íîé è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè¿ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà
¾Èññëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé âòîðè÷íîãî äðîáëåíèÿ êàïåëü ÎÂÓÒ ñ öåëüþ ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèÿ òåõíîëîãèé åãî ñæèãàíèÿ â àðêòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ¿ � 20231113-06407.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÑÓÑÏÅÍÇÈÈ ×ÀÑÒÈÖ ÍÅÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÎÐÌÛ:
ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ È ÌÈÊÐÎÑÒÐÓÊÒÓÐÀ

Â.Â. Øåëóõèí

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Â ðàìêàõ òåîðèè ìèêðîïîëÿðíûõ æèäêîñòåé îáîñíîâàí âûâîä òåðìîäèíàìè÷åñêè
ñîãëàñîâàííûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñóñïåíçèé íåñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö. Òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèé ïîäõîä â äàííîé ðàáîòå âîñõîäèò ê ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
Ëàíäàó-Õàëàòíèêîâà, ðàçðàáîòàííîãî äëÿ îïèñàíèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè æèäêîãî ãåëèÿ
II. Â ñëó÷àå îáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñèëû
âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö è æèäêîñòè ïóòåì ñîãëàñîâàíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
êàê ñ äðóãèìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ, òàê è ñî âòîðûì íà÷àëîì òåðìîäèíàìèêè. Äëÿ
äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèí-
öèïàìè íåîáðàòèìîé òåðìîäèíàìèêè äå Ãðîîòà�Ìàçóðà.

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè òàêæå ñîãëà-
ñóþòñÿ ñ çàêîíàìè òåðìîäèíàìèêè, óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè è ïîçâî-
ëÿþò îïèñûâàòü àíèçîòðîïíûå ïðîöåññû, ïîñêîëüêó âûðàæàþò ðåàêöèþ íàïðÿæåíèÿ
íå òîëüêî íà ñêîðîñòü äåôîðìàöèè, íî è íà òåíçîð ìèêðîèíåðöèè. Îáðàùåíèå ê òåî-
ðèè ìèêðîïîëÿðíîé æèäêîñòè ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ó÷åòà âðàùåíèÿ ÷àñòèö, ÷òî
âàæíî â ðÿäå ïðèëîæåíèé. Ââèäó âðàùåíèÿ ÷àñòèö íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü çàêîí
ñîõðàíåíèÿ âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è òåíçîð óãëîâûõ ìîìåíòîâ
äîïîëíèòåëüíî ê òåíçîðó íàïðÿæåíèé Êîøè, êîòîðûé òåðÿåò ñèììåòðè÷íîñòü.

Äëÿ óêàçàííûõ òåíçîðîâ ñôîðìóëèðîâàíû ðåîëîãè÷åñêèå îïðåäåëÿþùèå óðàâ-
íåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ òåíçîðîâ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
âû÷èñëèòü ëîêàëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïðè èçâåñòíûõ âÿçêîñòÿõ. Äëÿ ýòîãî
ïîìèìî ñäâèãîâîé âÿçêîñòè ââåäåíû êîñîñèììåòðè÷íàÿ è àíèçîòðîïíàÿ âÿçêîñòè.

×àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðîëè ýòèõ âÿçêîñòåé äëÿ ïîòîêîâ ñóñ-
ïåíçèé íèòåîáðàçíûõ ÷àñòèö. Ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå äëÿ òå÷åíèé, âûçâàííûõ ïåðå-
ïàäîì äàâëåíèÿ, îáúÿñíÿþò ðÿä èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ýôôåêòîâ, âêëþ÷àÿ
ãèñòåðåçèñ, ñäâèãîâûå ðàññëîåíèÿ, ðàçâèòèå íåìàòè÷åñêîé ôàçû. Êðîìå òîãî, ðàñ-
÷åòû ïðåäñêàçûâàþò îáðàçîâàíèå íåîäíîðîäíîñòåé êîíöåíòðàöèè ïëàâó÷èõ ÷àñòèö.
Ïðèìåíèòåëüíî ê òðàíñïîðòèðîâêå íåôòè ïî òðóáîïðîâîäàì ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü
ïîòîêà îïðåäåëÿåòñÿ èñòîðèåé ðàáîòû íàñîñîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 20-19-00058).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ×ÀÑÒÎÒÀÌ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

Å.È. Øèôðèí

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ è èäåíòèôèêàöèè ïîïåðå÷íûõ òðåùèí â
ñòåðæíÿõ ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé. Çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàìêàõ
ìîäåëåé, â êîòîðûõ òðåùèíû çàìåíÿþòñÿ íåâåñîìûìè ïðóæèíàìè, ðàáîòàþùèìè â
ñëó÷àå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé íà ðàñòÿæåíèå, à â ñëó÷àå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé íà
ïîâîðîò. Âñå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ åäèíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçî-
âàíèè ýëåìåíòîâ òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðèìåíÿåìûé ïîäõîä ïîçâîëèë ñâå-
ñòè çàäà÷è ê îáðàòíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé íà îòðåçêå. Ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Çàäà÷à î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ. Ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñùåïëå-
íèå ñïåêòðà. Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå n ìàëûõ òðåùèí îíè ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû, ñ
òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ, ñ ïîìîùüþ 2n ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñòåðæíþ ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êîëè÷åñòâî
òðåùèí îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ñïåêòðîâ, îòâå÷àþùèõ óñëî-
âèÿì íà êîíöàõ: ñâîáîäíûé � ñâîáîäíûé è çàêðåïëåííûé � ñâîáîäíûé. Ïîñëåäíèé
ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàêæå íà ñëó÷àé ñòåðæíÿ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ.

Â çàäà÷å î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ Ýéëåðà-Áåðíóëëè ïîñòîÿííîãî ñå÷å-
íèÿ äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êîëè÷åñòâî ïîïåðå÷íûõ òðåùèí îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëè-
âàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðåõ ñïåêòðîâ, îòâå÷àþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà êîíöàõ: çà-
êðåïëåííûé � ñâîáîäíûé, øàðíèðíî îïåðòûé � ñâîáîäíûé, ñêîëüçÿùèé � ñâîáîäíûé.
Íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ è ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè
òðåùèí âåðîÿòíî äîñòàòî÷íî çíàòü äâà ñïåêòðà, îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà
îòñóòñòâóåò.

Â çàäà÷å î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ áàëêè Òèìîøåíêî ðàññìîòðåíû äâà èìåþ-
ùèõñÿ â ëèòåðàòóðå âàðèàíòà ìîäåëèðîâàíèÿ òðåùèíû. Â îäíîì âàðèàíòå òðåùèíà
ìîäåëèðóåòñÿ îäíîé ïðóæèíîé, ðàáîòàþùåé íà ïîâîðîò. Â äðóãîì âàðèàíòå òðåùèíà
ìîäåëèðóåòñÿ äâóìÿ ïðóæèíàìè, îäíà èç êîòîðûõ ðàáîòàåò íà ïîâîðîò, à äðóãàÿ íà
ñäâèã. Äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è.
Äîêàçàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñùåïëåíèå ñïåêòðà, àíàëîãè÷íîå ñëó÷àþ ïðîäîëüíûõ
êîëåáàíèé. ×àñòü ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíà â [1, 2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî òåìå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ (� ãîñðåãèñòðàöèè 123021700050-
1).
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Íåîäíîðîäíîå ñòðîåíèå æèäêèõ ïåí ïðèâîäèò ê èõ ñëîæíîìó ðåîëîãè÷åñêîìó ïî-
âåäåíèþ â çàâèñèìîñòè îò ñèëû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ [1]. Ïðîÿâëåíèå óïðóãèõ, ïëà-
ñòè÷åñêèõ è âÿçêèõ ñâîéñòâ ïåí èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ [2], òàêèõ êàê
ïèùåâàÿ, êîñìåòè÷åñêàÿ è ôàðìàöåâòè÷åñêàÿ ïðîìûøëåííîñòü, äîáû÷à èñêîïàåìûõ,
âîññòàíîâëåíèå ïî÷â. Ïîíèìàíèå çàêîíîìåðíîñòåé, ïîçâîëÿþùèõ îñóùåñòâëÿòü êîí-
òðîëü òå÷åíèÿ ïåíû â ãåòåðîãåííûõ ñðåäàõ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì
äëÿ äàííûõ ïðèëîæåíèé [3].

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [4, 5] áûëî ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ãåîìåòðèè ïðîíèöàåìîãî
ïðåïÿòñòâèÿ è æèäêîé ôðàêöèè íà êâàçèäâóìåðíîå òå÷åíèå ïåíû â ÿ÷åéêå Õåëå-
Øîó. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êâàçèäâóìåðíîå îáòåêàíèå ïåíîé ðàçëè÷íûõ ïðå-
ïÿòñòâèé, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùèõ ìèëëèìåòðîâûé çàçîð ÿ÷åéêè. Ïðîâåäåíû èññëå-
äîâàíèÿ ðåîëîãèè ïåíû äëÿ ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòîâ â Ansys è ïðåäñòàâëåíî
ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ îáòåêàíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ. Íà ðè-
ñóíêå íà ïðèìåðå êëèíà ïîä óãëîì 27◦ ê íàïðàâëåíèþ ïîòîêà ïðèâåäåíû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå äàííûå ìîäóëÿ ñêîðîñòè äëÿ ïåíû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [6] (ñëåâà), è
äàííûå ðàñ÷åòà äëÿ âîäû (ñïðàâà).
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Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîïóëÿðíîñòü íàáèðàåò ìåòîä âû÷èñëèòåëüíîé ãîìîãåíèçàöèè
FEM2, òàêæå èçâåñòíûé êàê ìíîãîóðîâíåâûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [1]. Äîñòî-
èíñòâî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ÿâíî ó÷èòûâàåò ñâîéñòâà àíàëèçèðóåìûõ ìàòå-
ðèàëîâ, ïðè ýòîì ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëüíûì îáú¼ìíûì ýëåìåíòîì
(ÏÎÝ). Èññëåäóåòñÿ ïðèìåíèìîñòü ìíîãîóðîâíåâîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ ïî-
âåäåíèÿ ïîâðåæä¼ííîãî ìåòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà; ãåîìåòðèÿ ïîð è èõ ýâîëþöèÿ
ìîäåëèðóþòñÿ â ÿâíîì âèäå ðåøåíèåì óïðóãî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è. Â êà÷å-
ñòâå ìîäåëè ìàòåðèàëà âûñòóïàåò ìîäåëü Simo & Miehe; ïðèìåíÿþòñÿ ýôôåêòèâíûå
âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå â [3, 4]. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîé
ïîñòàíîâêå çàäà÷è ó÷àñòâóþò ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå íåëèíåéíîñòè, ïðÿìîå
ïðèìåíåíèå FEM2 ñòàíîâèòñÿ âû÷èñëèòåëüíî çàòðàòíûì, ïîñêîëüêó â êàæäîé òî÷êå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî Ãàóññó òðåáóåòñÿ ïîëíîìàñøòàáíîå ÊÝ ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ
äèñêðåòèçèðîâàííîãî ÏÎÝ. ×àñòè÷íîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî ïðåäëîæåíî â
ïóáëèêàöèè [2] íà îñíîâå ââåäåíèÿ óïðîùåííûõ ñòàòèñòè÷åñêè ïîäîáíûõ ÏÎÝ. Â
íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ñ ïðèìå-
íåíèåì ðåäóêöèè ìîäåëè. Â ðàìêàõ ðàçâèòîãî ïîäõîäà, äëÿ çàäàííîãî äèñêðåòèçèðî-
âàííîãî ÏÎÝ ñîçäàåòñÿ åãî ýðçàö-ìîäåëü (ÝÌ), èìèòèðóþùàÿ ìåõàíè÷åñêèå (âÿçêî-
ïëàñòè÷åñêèå) ñâîéñòâà ÏÎÝ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïðîïîðöèîíàëüíûõ ïóòåé íàãðó-
æåíèÿ. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííûõ ÝÌ ÿâëÿåòñÿ êðàéíå ìàëîå ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû (ïîðÿäêà 10). Â äîêëàäå ïðåäëîæåíû è ïðîòåñòèðîâàíû àëãîðèòìû
àâòîìàòè÷åñêîé êàëèáðîâêè è âàëèäàöèè ÝÌ è ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðàêòè÷åñêàÿ
ïðèìåíèìîñòü ïîäõîäà, âåäóùàÿ ê ìíîãîêðàòíîìó óñêîðåíèþ ðàñ÷¼òîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 23-19-00514)
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Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü Ïîêðîâñêîãî-Âèíîãðàäîâà[1,2,3],êîòîðàÿ îïè-
ñûâàåò ãèäðîäèíàìè÷åñêèå òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè. Â ýòîé ðà-
áîòå ìû ñòðîèì ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ â êàíàëàõ ñ ïåðôîðèðîâàííûìè ñòåíêàìè
è ñ ïåðåìåííûì ðàñõîäîì ïîëèìåðíîé æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ïðîáëåìû
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1)-
(5), îïèñûâàþùèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé ïîëèìåðíîé æèäêîñòè â
ïëîñêîì êàíàëå ñ ïåðôîðèðîâàííûìè ãîðçîíòàëüíèìè ñòåíêàìè. Íà ñòåíêàõ êàíàëà
(y = 0, 1) âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ:{

y = 0 : u = q0(t, x), v = f0(t, x), t > 0, x ∈ R1;

y = 1 : u = q1(t, x), v = f1(t, x), t > 0, x ∈ R1;
(6)

ãäå f0,1, q0,1 � íåêîòîðûå ôóíêöèè, çàäàþùèå çàêîíû äâèæåíèÿ ïîëèìåðíîé æèäêî-
ñòè ÷åðåç îòâåðñòèÿ ïåðôîðèðîâàííûõ ñòåíîê y = 0, 1.

Çàìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ ñ ïåðåìåííûì ðàñõîäîì óäàëîñü ïîñòðîèòü
òîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ òð¼õìåðíûå òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé ïðîâîäÿùåé æèäêî-
ñòè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó
êîíè÷åñêèõ òå÷åíèé Äæåôôðè-Ãàìåëÿ [1]. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 183

ïîëíûõ ÌÃÄ óðàâíåíèé, îòâå÷àþùèìè ñòàöèîíàðíûì îñåñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàí-
ñòâåííûì òå÷åíèÿì îò ëèíåéíîãî èñòî÷íèêà ìàññû è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûé ìî-
æåò áûòü ñîâìåù¼í ñ ëèíåéíûì ïðîâîäíèêîì ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è ëèíåéíîé âèõ-
ðåâîé íèòüþ. Â ðàáîòå[2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ìàññû
çàäà÷à Äæåôôðè-Ãàìåëÿ èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, ïðè ýòîì ðåøåíèÿ îòëè-
÷àþòñÿ êîëè÷åñòâîì ñòðóé, ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëå-
íèè. Òå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì a, êîòîðûé ñâÿçàí ñ çàäàíèåì
èíòåíñèâíîñòè îñîáåííîñòè äëÿ äàâëåíèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëÿ çàäà÷è Äæåôôðè-
Ãàìåëÿ òàêîé ïàðàìåòð âõîäèò â ïîëó÷àåìûå óðàâíåíèÿ. Âñå ðåøåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ â
ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèé îò êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ òå÷åíèÿ îò òî÷å÷íîãî èñòî÷-
íèêà ìàññû äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è. Íà ðèñóíêå íèæå ïðåäñòàâëåíû ýòè áèôóðêàöèè,
ãäå ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî Ðåéíîëüäñà q, ïîñòðîåííîå ïî èíòåíñèâíî-
ñòè èñòî÷íèêà ìàññû, u1 = u′(0) � ïðîèçâîäíàÿ ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè, âîçíèêàþùåãî
ìíîãîÿ÷åèñòîãî òå÷åíèÿ, ïðè θ = 0.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè q = 0, òî åñòü ïðè íóëåâîì ðàñõîäå, èìååòñÿ áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ÌÃÄ òå÷åíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå áèôóðêàöèè ýòèõ ðåøåíèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âîçíèêíîâåíèþ ìíîãîÿ-
÷åèñòûõ òå÷åíèé â íàïðàâëåíèè îñè z, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ Äæåôôðè-
Ãàìåëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, îò êàæäîãî òèïà òå÷åíèÿ Äæåôôðè-Ãàìåëÿ îòâåòâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ êîëè÷åñòâîì âîñõîäÿùèõ è íèñõî-
äÿùèõ ñòðóé. Âñå ýòè ðåøåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ ãåíåðàöèåé îñåâîé è ðàäèàëüíîé
êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîðîæäàþùèìè ýëåêòðè÷åñêèé òîê â îáú¼ìå ïðîâîäÿ-
ùåé æèäêîñòè.

Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îñîáåííîñòè íîâûõ ðåøåíèé, åñëè íà îñè
ñèììåòðèè ðàñïîëîæèòü ëèíåéíûé ïðîâîäíèê ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è âèõðåâóþ íèòü.
Óêàçûâàåòñÿ íà âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè çàâèõðåííîñòè ïðè âêëþ÷åíèè ýëåêòðè÷åñêî-
ãî òîêà â ïðîâîäíèêå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå áþäæåòíîãî ïðîåêòà (êîä ïðîåêòà
FWNS-2021-0009).
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ðåñóðñîñáåðåæåíèÿ. Ýòî îò-
íîñèòñÿ â ðàâíîé ñòåïåíè êàê ê ïðèðîäíûì ðåñóðñàì, òàê è ê èñêóññòâåííûì ìà-
òåðèàëàì. Â îáëàñòè õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè õîðîøî èçâåñòíà ïðîáëåìà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè êàòàëèçàòîðà ïîñëå ïðîãîíêè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé íà
íåì ñ öåëüþ åãî ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Ñíèæåíèå êàòàëèòè÷åñêîé àêòèâíîñòè â
ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçûâàþò ñ îñàæäåíèåì êîêñîâûõ îòëîæåíèé ðàçëè÷íîãî ñîñòàâà
íà ïîâåðõíîñòè è â ïîðàõ çåðåí êàòàëèçàòîðà [1]. Îñíîâíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëå-
íèÿ êàòàëèòè÷åñêîé àêòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ îêèñëèòåëüíàÿ ðåãåíåðàöèÿ êàòàëèçàòîðà
[2]. Ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå â õîäå ðåãåíåðàöèè, ñâÿçàíû â îñíîâíîì ñ ïåðåãðåâîì
êàòàëèçàòîðà â õîäå òå÷åíèÿ ýêçîòåðìè÷åñêèõ îêèñëèòåëüíûõ ðåàêöèé. Ýòî âûçâà-
íî îñîáåííîñòÿìè äâèæåíèÿ òåïëîâîé âîëíû � ôðîíòà ãîðåíèÿ � ïî äëèíå ñëîÿ [3].
Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè àìïëèòóäà âîëíû äîñòèãàåò íåäîïóñòèìûõ âåëè÷èí [4]. Îñòðî
ñòîèò âîïðîñ îá óñòàíîâëåíèè ïðè÷èí è óñëîâèé âîçíèêíîâåíèÿ ëîêàëüíûõ ïåðåãðå-
âîâ. Êàê èçâåñòíî, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ôèçè÷åñêîé õèìèè óäîáíî ïðèìåíÿòü
ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [5]. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èñïîëüçîâàíà
äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü ðåãåíåðàöèè íåïîäâèæíîãî ñëîÿ êàòàëèçàòîðà, ïðèâåä¼ííàÿ
ê áåçðàçìåðíîìó âèäó [4]. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âîëíîâûõ
ïðîöåññîâ â íåïîäâèæíîì ñëîå êàòàëèçàòîðà. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæå-
íèåì ðàáîò [6, 7].

Â èñòîðèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â õèìèè ìîæíî ïðîñëåäèòü
çíà÷èòåëüíûé ïîäúåì â ïîñëåâîåííûå ïÿòèëåòêè � âîçðîñøèå íóæäû ïðîìûøëåííî-
ñòè äàëè ñóùåñòâåííûé òîë÷îê íàó÷íîìó ðàçâèòèþ [8]. Ïîõîæèå ïðîöåññû íàáëþäà-
þòñÿ è â íàøå âðåìÿ: óñèëèâàþùèåñÿ ñàíêöèîííûå ìåðû ñî ñòîðîíû áîëüøèíñòâà
ñòðàí ñóùåñòâåííî ïåðåîðèåíòèðîâàëè íàóêó è òåõíèêó, ïîòðåáíîñòü â îòå÷åñòâåí-
íûõ ðàçðàáîòêàõ â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå îñòðî âîçðîñëà. Ýòî âûâîäèò íà îñîáûé



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 185

ïëàí ðàçðàáîòêè â ñôåðå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ìíîãèå çàâîäû îòêàçàëèñü îò
èñïîëüçîâàíèÿ çàðóáåæíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ ãàðàíòèé
åãî ôóíêöèîíàëüíîñòè â áëèæàéøåå âðåìÿ.

Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäî-
âàíèÿ ìîäåëåé ôèçè÷åñêîé õèìèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïîâûøåííîé òðóäíîñòè, ïîñêîëü-
êó îïèñûâàåìûå ïðîöåññû èìåþò ðàçëè÷íûå õàðàêòåðíûå âðåìåíà è ïðîòåêàþò íà
ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ óðîâíÿõ. Áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ïðîãðàììíûõ
ðåøåíèé òàê èëè èíà÷å ïîäðàçóìåâàþò óïðîùåíèå ìîäåëè, ñâÿçàííîå ñ óíèôèêàöèåé
èñïîëüçóåìûõ â íèõ àëãîðèòìîâ.

Ïîñòðîåííûé äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì îñíîâàí íà ìå-
òîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [9]. Äëÿ îñëàáëåíèÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçóåìîé
ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ìîäåëè áûëà ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíåíà ãèïåðáîëèçà-
öèÿ ñèñòåìû [10]. Ýòî ïîçâîëÿåò âåñòè ñ÷åò ñ ñóùåñòâåííî áîëüøèì øàãîì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷åé. Òàêæå äëÿ ñîêðàùå-
íèÿ îáùåãî ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè çàäà÷è ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà áûëà ïðèìåíåíà
òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé OpenMP. Ýòà òåõíîëîãèÿ íå òðåáîâàòåëüíà
ê âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå è îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé � ñîâðåìåííàÿ âû÷èñëèòåëü-
íàÿ òåõíèêà êàê ïðàâèëî èìååò íåñêîëüêî ïðîöåññîðîâ. Áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîäà íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå èëè
íîóòáóêå ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ áóäåò âîçìîæíî áåç îòðûâà îò ïðîèçâîäñòâà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîäà áûëî ïðîâåäåíî èññëåäî-
âàíèå ïðîöåññà îêèñëèòåëüíîé ðåãåíåðàöèè ñëîÿ íåïîäâèæíîãî êàòàëèçàòîðà, â òîì
÷èñëå è ñ âîçìîæíîñòüþ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ êîí-
öåíòðàöèé êèñëîðîäà â ðåàêöèîííîé ñìåñè è ïåðåìåííîé òåìïåðàòóðå ïîäàâàåìîãî
ãàçà. Ïîëó÷åíû ãðàôèêè, îòðàæàþùèå äâèæåíèå òåïëîâîé âîëíû ïî ñëîþ êàòàëèçà-
òîðà ñ ñîïóòñòâóþùèì âûæèãîì êîêñîâûõ îòëîæåíèé è îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïîçâî-
ëÿþùèå íå äîïóñêàòü ëîêàëüíîãî ïåðåãðåâà ñëîÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 19-71-30012.
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ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÂÇÐÛÂÍÎÉ ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÖÈÈ ÊÀÏËÈ ÐÀÑÏËÀÂÀ Â
ÎÁÚÅÌÅ ÕÎËÎÄÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ñ.Å. ßêóø, Í.Ñ. Ñèâàêîâ

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà

Áûñòðîå ïåðåìåøèâàíèå æèäêîñòåé ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè òåìïåðàòóðàìè
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðåçêîìó âñêèïàíèþ áîëåå õîëîäíîé èç íèõ, ñîïðîâîæäàÿñü âîç-
íèêíîâåíèåì âîëí äàâëåíèÿ (ïàðîâîé âçðûâ). Ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èí-
òåðåñ â àòîìíîé ýíåðãåòèêå ñ òî÷êè çðåíèÿ îïàñíîñòåé òÿæåëûõ àâàðèé, ñîïðîâîæäà-
þùèõñÿ ïëàâëåíèåì àêòèâíîé çîíû è âçàèìîäåéñòâèåì âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî êîðè-
óìà ñ òåïëîíîñèòåëåì (âîäîé), ïîñêîëüêó âîçäåéñòâèå óäàðíûõ âîëí ìîæåò ïðèâåñòè
ê íàðóøåíèþ öåëîñòíîñòè êîðïóñà ðåàêòîðà è êîíòåéíìåíòà [1].

Â âîïðîñå î ìåõàíèçìàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè ðàñïëàâà â ìåõàíè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ âçðûâíîé âîëíû êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ôðàãìåíòàöèÿ íà÷àëüíûõ
êðóïíûõ êàïåëü âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ðàñïëàâà â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðèâî-
äÿùàÿ ê âîçíèêíîâåíèþ ñóáìèëëèìåòðîâûõ âòîðè÷íûõ êàïåëü ñî çíà÷èòåëüíûì óâå-
ëè÷åíèåì ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåïëîîáìåíà. Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ãèïîòåçû
î ìåõàíèçìàõ áûñòðîé ôðàãìåíòàöèè (ãèäðîäèíàìè÷åñêèé, òåðìè÷åñêèé, êàâèòàöè-
îííûé è ò. ä.), â íàñòîÿùåå âðåìåíÿ îáùåïðèíÿòàÿ òåîðèÿ ýòîãî ïðîöåññà îòñóòñòâóåò.

Â äàííîé ðàáîòå ýòè ïðîöåññû èçó÷àþòñÿ ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
VOF (volume of �uid), ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò ñæèìàåìîñòü ôàç è ôà-
çîâûå ïåðåõîäû [2]. Ðàññìîòðåíî ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòåé ôàç, ñõëî-
ïûâàíèå è êîëåáàíèÿ ïàðîâîãî ïóçûðÿ ïðè èíèöèèðîâàíèè òðèããåðíûì èìïóëüñîì
äàâëåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òðåõìåðíûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ êàïëè ðàñïëàâà, äâèæó-
ùåéñÿ îòíîñèòåëüíî îáúåìà íåïîäâèæíîé âîäû (íàïðèìåð, çà ñ÷åò ãðàâèòàöèîííîé
ñåäèìåíòàöèè), âñëåäñòâèå ÷åãî ïàðîâîé ïóçûðü èìååò âûòÿíóòóþ ôîðìó â êîðìî-
âîé ÷àñòè êàïëè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîöåññå êîëåáàíèé ïóçûðÿ ïðîèñõîäèò åãî ñõëî-
ïûâàíèå ñ ôîðìèðîâàíèåì êðàòêîâðåìåííîé âûñîêîñêîðîñòíîé îñåâîé ñòðóéêè âî-
äû (ïîäîáíîé êóìóëÿòèâíîé ñòðóéêå ïðè ñõëîïûâàíèè êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà),
óäàð êîòîðîé ïî êàïëå ðàñïëàâà ïðèâîäèò ê áûñòðîé ôðàãìåíòàöèè. Íà ðåçóëüòàòàõ
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàíà òðàíñôîðìàöèÿ êàïëè ðàñïëàâà ñ îáðàçî-
âàíèåì ìåëêîäèñïåðñíûõ êàïåëü è ìèêðîñòðóåê. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîëèâàþò
ñâåò íà ãèäðîäèíàìè÷åñêèå è òåïëîôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, îòâåòñòâåííûå çà âçðûâíóþ
ôðàãìåíòàöèþ êàïåëü ðàñïëàâà â õîëîäíîé âîäå, íàáëþäàþùóþñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ.
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ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒÈ
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Ìîðñêîé èíñòèòóò èìåíè âèöå-àäìèðàëà Â.À. Êîðíèëîâà - ôèëèàë ÔÃÁÎÓ
ÂÎ ¾ÃÌÓ èìåíè àäìèðàëà Ô.Ô. Óøàêîâà¿, Ñåâàñòîïîëü
Ñåâàñòîïîëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â çèìíèé ïåðèîä ìíîãèå ðåêè, îçåðà è ìîðÿ ñåâåðíûõ ðàéîíîâ ïîêðûâàþòñÿ ëåäÿ-
íûì ïîêðîâîì. Äëÿ ïðîäëåíèÿ íàâèãàöèè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü åãî ðàçðóøåíèÿ.
Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðàçðóøåíèÿ ñëóæèò ðåçîíàíñíûé ìåòîä, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòî-
ðîãî ïðèìåíÿþò ñóäà íà âîçäóøíîé ïîäóøêå (ÑÂÏ). ÑÏÂ, äâèãàÿñü ñ îïðåäåëåííîé
ñêîðîñòüþ, ñîçäàþò èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííûå âîëíû, ïðèâîäÿùèå ê ðàçðóøåíèþ ëå-
äÿíîãî ïîêðîâà. Äëÿ ïîâåøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðåçîíàíñíîãî ìåòîäà Êîçèíûì Â.Ì.
áûëî ïðåäëîæåíî ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿòü äàâëåíèå â ïîäóøêå ÑÂÏ. Â äàííîé ðàáîòå
ëåäÿíîé ïîêðîâ ìîäåëèðóåòñÿ òîíêîé óïðóãîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíêîé, ïëàâàþùåé íà
ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû. Ïî ïîâåðõíîñòè
ïëàñòèíû ïåðåìåùàåòñÿ èñòî÷íèê âîçìóùåíèé, ñîâåðøàþùèé ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáà-
íèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå
ïî ãîðèçîíòàëüíûì êîîðäèíàòàì è Ëàïëàñà ïî âðåìåíè. Àíàëèç ïîëó÷åííîãî â èí-
òåãðàëüíîé ôîðìå ðåøåíèÿ ïðîâåäåí ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû äëÿ ìíîãîìåðíûõ
èíòåãðàëîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíî, ÷òî èìååòñÿ øåñòü
çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé, ïðè êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð âîëíîâîãî âîçìó-
ùåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ èñòî÷íèêà âîçìóùåíèé è ÷àñòîòû
åãî êîëåáàíèé îáðàçóåòñÿ îò îäíîé äî ñåìè ñèñòåì âîëí, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
â óãëîâûõ çîíàõ, êàê âïåðåäè èñòî÷íèêà, òàê è çà íèì. Çíà÷åíèÿ óãëîâûõ çîí è êðè-
òè÷åñêèõ ñêîðîñòåé çàâèñÿò îò òîëùèíû ëåäÿíîãî ïîêðîâà, ãëóáèíû æèäêîñòè, ñèë
ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ëåäÿíîãî ïîêðîâà. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñèë ñæàòèÿ ñóùå-
ñòâåííî ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð âîëíîâîãî âîçìóùåíèÿ â âîëíîâîì ñëåäå çà èñòî÷íèêîì
âîçìóùåíèé. Ïðîèñõîäèò íàëîæåíèå âîëí çà èñòî÷íèêîì.
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ABUNDANT SOLUTIONS AND THE CONSERVATION LAWS OF A
NEW (3+1)-DIMENTIONAL FIFTH-ORDER NONLINEAR WAZWAZ

EQUATION WITH THE THIRD-ORDER DISPERSION TERMS

O.D. Adeyemo, C.M. Khalique

Department of Mathematical Sciences, North-West University, Mmabatho, Republic
of South Africa

In this talk, we present the analytical examination of a new (3+1)-dimensional �fth-
order nonlinear Wazwaz equation with third-order dispersion terms [1] which is applicable
in ocean physics and other nonlinear sciences. We �rst apply Lie group analysis [2, 3] to
obtain various in�nitesimal generators admitted by the equation.

This is followed by invoking the generators to reduce the understudy equation to
achieve copious group- invariant solutions. Thus, various closed-form solutions of interest
were obtained for the underlying equation. Besides, we construct the conservation laws
[3, 4] of the equation.
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THE IMPULSIVE KELVIN-VOIGT EQUATIONS FOR HOMOGENEOUS
INCOMPRESSIBLE FLUIDS

S.N. Antontsev1, I. V. Kuznetsov2

1Lavrentyev Institute of Hydrodynamics, Novosibirsk
2Novosibirsk State University

The present report follows the research on the Kelvin-Voigt equations

vnt + div (vn ⊗ vn) = div (µ∇vn + κ∇vnt)−∇π
+ λϕnvn in QT ,

div vn = 0 in QT ,

vn(x, 0) = v0(x) in Ω,

vn(x, t) = 0 on ΓT ,

(1)

where Ω ⊂ Rd is bounded domain with smooth boundary ∂Ω, QT = Ω × (0, T ), ΓT =
∂Ω×(0, T ), vn(x, t) is the velocity �eld, µ is the viscosity kinematic coe�cient, and κ is the
viscosity relaxation coe�cient, the sequence ϕn(t) approximates the Dirac delta function,
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λ = ±1. For every natural n, n ≥ n0 =
[ 1

T

]
+ 2, the function ϕn = ϕn(t) is de�ned by

the formula ϕn(t) = nΦ(nt), t ∈ [0, T ], where Φ is a non-negative smooth function with

suppΦ = [0, 1] and the unit mean:
∫ 1

0

Φ(ϑ) dϑ = 1. Here we apply results on impulsive

pseudo-parabolic equations in [1] with references therein. The main novelty of this report
is that we apply the results [2, 3, 4, 5] to impulsive di�erential equations. Namely, we
apply the higher regularity results. The physical interpretation of the impulsive processes
can be linked with formation of vortexes, see [6].
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LARGE SYMMETRIES AND CONSERVATION LAWS FOR
DIFFERENTIAL EQUATIONS, DIFFERENCE EQUATIONS AND

SECOND-ORDER DELAY ODEs

V.A. Dorodnitsyn

Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Science, Moscow

We discuss the Noether theorem for di�erential and di�erence equations, Nother's
operator identity and conservation laws. We also consider the Hamilton identity, which
provides with simple and quick link to �rst integrals for ODEs and for di�erence ODEs.
Based on the Lagrangian identity the method of adjoint equations gives the possibility to
�nd conservation laws for equations without Lagrangian and Hamiltonian. We show the
connection of this method with so called direct method. We discuss also the Lagrangian
formalism for variational delay ordinary di�erential equations. The Noether operator
identity is used to formulate the Noether-type theorems, which allow to �nd �rst integrals
for delay ODEs. (based on joint works withRoman Kozlov, Pavel Winternitz, Sergey
Meleshko and Evgenii Kaptsov)
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CONSERVATION LAWS AND SOLUTIONS OF THE
ZAKHAROV-KUZNETSOV EQUATION WITH DUAL POWER-LAW

NONLINEARITY

Khalique C.M.

Department of Mathematical Sciences, North-West University, Mmabatho, Republic
of South Africa

We apply Lie symmetry analysis [1, 2, 3] on a generalized Zakharov-Kuznetsov equation
with dual power-law nonlinearity that appears in engineering and nonlinear science. Lie
point symmetries of the equation are obtained and thereafter used to reduce the equation
to certain ordinary di�erential equations which are then solved using di�erent techniques
to obtain exact solutions. Moreover, conservation laws are constructed using the general
multiplier method and using Noether's theorem with Helmholtz criteria through the
homotopy formula.
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COMPARING SOFTWARE TOOLS TO COMPUTE MAXIMUM
TSUNAMI WAVE HEIGHTS

M.M. Lavrentiev1,2, K. F. Lysakov1, K.K. Oblaukhov1

1Institute of Automation and Electrometry SB RAS, Novosibirsk
2Sobolev Institute of Mathematics SB RAS, Novosibirsk

In this paper we compare maximum tsunami wave heights obtained using the Method
Of Splitting Tsunami (MOST - the o�cial modelling tool of the US Tsunami Warning
Centers) software package on a single-processor computer platform, parallel implementation
of the numerical scheme of splitting by spatial variables (used in the MOST software
package) for the use with Graphic Processing Units (GPUs) and the McCormack �nite-
di�erence scheme optimized for execution on the ordinary Personal computer (PC) equipped
with the Field Programmable Gates Array (FPGA) based co-processor. When analyzing
the obtained results, the achieved computational performance is taken into account.

As a model for describing the dynamics of tsunami waves, the nonlinear system of
shallow water di�erential equations was used [1]:

Ht + (uH)x + (vH)y = 0,

ut + uux + vuy + gHx = gDx,
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vt + uvx + vvy + gHy = gDy,

where H(x, y, t) = η(x, y, t)+D(x, y) is the entire height of water column, η being the sea
surface disturbance (wave height), D(x, y) � depth (which is supposed to be known at all
grid points), u and v components of the �ow velocity vector, g - acceleration of gravity.

For numerical calculations the Mac-Cormack �nite di�erence scheme is used. This is
an explicit di�erence scheme at three-points stencil of a �cross� type. At each stage the
unknown values at a certain point depend on the previous time values at the same point
and just two adjacent grid points, see details in [2].

A region near the north-east of Honshu Island and south of Hokkaido Island (Japan)
extending from 140.25◦ to 146.25◦ E and from 39.0◦ to 44.0◦ N was selected. The compu-
tational grid spacing for this region was chosen to be 0.002◦ in both directions.

Qualitatively all three numerical methods provide similar results o� the shelf. However,
valuable di�erences in the computed tsunami wave maxima are observed at several locations
along the coast. Additional studies are on demand.
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PSEUDOCOMPONENT METHOD FOR MODELING
COMPONENT-FRACTION COMPOSITION OF A FLUID DURING OIL

AND GAS PRODUCTION

V. L. Litvinov1, K.V. Litvinova2

1Samara State Technical University
2Lomonosov Moscow State University

When designing oil and gas production processes, it is necessary to correctly model
the component �fractional composition of the produced �uid. In modern hydrodynamic
simulators, one of the main di�culties of modeling is to replace a large number of
components in oil and natural gas with a much smaller number of pseudoparticles. In
addition, it is necessary to describe the physicochemical properties of hypothetical oil and
gas so that they describe phase transitions and �ltration of a real �uid as accurately as
possible. The paper proposes an automatic lambing scheme based on K � values. The
error of the method is no more than 5%.
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SOLUTION OF INJECTION DRIVEN FLOW AND HEAT TRANSFER
INSIDE AN INCLINED CHAMBER: SYMMTRY ANALYSIS APPROACH

L. L. Modisawatsona1, G. Magalakwe1, T. Motsepa2

1North-West University, Republic of South Africa
2University of Mpumalanga, Republic of South Africa

In this study, we �nd closed-form solutions of momentum and temperature variation
during the unsteady state �ltration process to advance �uid puri�cation [1]. Lie group
analysis is used to transform a system of equations representing the �ow and heat transfer
[2] into a solvable system without changing the dynamics of the case study. The transformed
solvable system is then solved to �nd closed-form solutions of momentum and temperature
variation [3]. The obtained closed-form solutions [4] are then used to analyse the e�ects of
physical parameters arising from the process dynamics to �nd combinations of parameters
that yield maximum permeates out�ow [5]. The results indicate that as time evolves,
permeates production increases because internal momentum, work done, and energy in-
tensi�es with time. In addition, to increase permeates production, high injection rate,
permeates wave speed parameter, permeation, angle of inclination and Grashof number
enhance permeates out�ow.
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PRELIMINARY GROUP CLASSIFICATION OF NONLINEAR
REACTION-DIFFUSION EQUATION

D.M. Nkwanazana1, R. J. Moitsheki2

1Sefako Makgatho Health Science University, ga-rankuwa (Pretoria), South Africa
2University of Witwatersrand, Johannesburg, South Africa

In this study, we will look at the preliminary group classi�cation, as well as direct
group classi�cation of a non-linear reaction di�usion equation describing the transient
state of heat conduction with respect to heat transfer through the straight �n. Explicitly,
we will be looking at the speci�c forms of heat source term in the equation, which
extends the principal Lie algebras. We will be looking at both the preliminary group
classi�cation and the direct group classi�cations of this transient state problem. Finally,
we will be constructing intermediate solutions based on the necessary reductions. This
paper provides a more in-depth understanding of the dynamics of transient heat conduct
problems, especially in relation to heat transfer via straight �ns.

PUFFING AND MICRO-EXPLOSION IN COMPOSITE
MULTI-COMPONENT DROPLETS: NEW APPROACHES TO

MODELLING THE PROCESSES

S. S. Sazhin1,2, D.V. Antonov2, P.A. Strizhak2

1Advanced Engineering Centre, School of Architecture, Technology and Engineering,
University of Brighton, Brighton, United Kingdom
2National Research Tomsk Polytechnic University

Recent developments in the modelling of pu�ng and micro-explosions in composite
multi-component droplets are reviewed. The focus is on simple models, compared with
Direct Numerical Simulations, which, despite their simplicity, are able to capture the most
signi�cant features of the phenomena. These models are based on the analytical solutions
to the one-dimensional heat transfer and component di�usion equations in a composite
droplet, assuming that a spherical water sub-droplet is placed exactly in the centre of
a spherical fuel droplet [1]. The analytical solution to these equations were obtained,
implemented into the numerical code, and used at each time step of the calculations. The
e�ects of thermal swelling and evaporation, using the Abramzon and Sirignano model
(see [1] for the details), are considered. The radiative heating of the droplet is considered
assuming that the droplet is semi-transparent. The e�ect of a supporting wire is taken
into account assuming that heat supplied from the wire is distributed instantaneously and
homogeneously throughout the whole droplet volume. The e�ect of relative movement
between the droplet and gas is considered using a non-self-consistent model, in which
this e�ect on the Nusselt and Sherwood numbers was taken into account but not on the
recirculation inside the droplet. The start of pu�ng/micro-explosion is linked with the
time instant when the temperature at the water/rapeseed oil interface reaches the water
nucleation temperature. The model predictions are shown to agree with experimental data.
The results of adjustment of these models for use in practical engineering applications are
discussed [2].
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HEATING AND EVAPORATION OF SESSILE DROPLETS: NEW
APPROACHES TO MODELLING THE PROCESSES

S. S. Sazhin1,2,3, D.V. Antonov2, E.M. Starinskaya3,4, V.V. Terekhov3,
S. V. Starinskiy3,4,5

1Advanced Engineering Centre, School of Architecture, Technology and Engineering,
University of Brighton, Brighton, United Kingdom
2National Research Tomsk Polytechnic University
3Kutateladze Institute of Thermophysics, Russian Academy of Sciences, Novosibirsk
4Novosibirsk State University
5Theoretical and Physical Chemistry Institute, National Hellenic Research
Foundation, Athens, Greece

New advanced and simple two-dimensional (2D) and one-dimensional(1D) models of
sessile droplet heating and cooling and evaporation, suggested and described in [1, 2], are
reviewed. The one-dimensional (1D) model is based on the assumption that heat supplied
from the supporting surface is homogeneously and instantaneously spread throughout
the droplet. Both new 2D models consider the spatial distribution of this heat. The
advanced 2D model is based on the numerical solution to the equations of conservation
of mass, momentum, vapour mass fraction, and energy with standard boundary and
initial conditions, using COMSOL Multiphysics code. Simple 2D and 1D models assume
that droplets retain their truncated spherical shapes during the evaporation process.
In the 1D model, the analytical solution to the 1D heat conduction equation inside
the droplet is implemented into a numerical code. In the simple 2D model, the 2D
version of this equation is solved numerically using COMSOL Multiphysics code. Droplet
deformation, temperature gradients along the droplet surface, and the Marangoni e�ect
are not considered in this model. The predictions of all three models are validated using
in-house experimental data obtained from studies of sessile droplets of distilled water with
initial volumes of 5.2, 3.2, and 2.2 µL, at an ambient temperature of 298.15 K, and at
atmospheric pressure.

The authors would like to thank the Russian Science Foundation (Grant 23-73-30004)
for �nancial support. The research presented in the paper was initiated during work on a
project supported by the Royal Society (UK) (Grant no. IEC 192007).
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SHORT-WAVE ASYMPTOTIC SOLUTIONS OF SRTCTLY
HYPERBOLIC SYSTEMS WITH ABRUPTLY VARYING

COEFFICIENTS

A. I. Shafarevich

Lomonosov Moscow State University

It is well known that short-wave asymptotic solutions of linear strictly hyperbolic
systems, the coe�cients of which do not depend on a small parameter (or regularly
depend on it), can be described in terms of the Maslov canonic operator on a number of
Lagrangian surfaces. These surfaces are invariant with respect to Hamiltonian �elds whose
Hamiltonians satisfy the characteristic equation for the leading symbol of the hyperbolic
system.

If the coe�cients depend singularly on a small parameter (i.e., their weak limits are
not smooth), the solution has a more complex form near the singularity support of this
weak limit; in the general case, the corresponding theory is not developed. In the talk,
we describe the asymptotics of the solution to the Cauchy problem in the case when the
coe�cients change abruptly, i.e. their weak limits are discontinuous on some hypersurface
in the space of independent variables. In this situation, the Lagrangian surfaces are
rearranged at points corresponding to the speci�ed surface, and the rearrangement is
controlled by the geometry of the projective hypersurface in the dual space, determined
by the highest symbol of the system. It is proved that the solution is expanded into
an asymptotic series, the terms of which are expressed through the Maslov canonic
operator on rearranged Lagrangian surfaces; the functions to which these operators are
applied satisfy the auxiliary scattering problem for a linear system of ordinary di�erential
equations, and the coe�cients of the monodromy operator of such a problem determine the
coe�cients of re�ection and transmission of waves through the coe�cient jump surface.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF THE IONIC FLOWS THROUGH ION
CHANNELS VIA POISSON-NERNST-PLANCK MODEL EQUATIONS

L. Zhang, Y. Wang

Shandong University of Science and Technology, Qingdao, China

Ion channels embedded in cell membrane are important channels for maintaining
the material exchange in the internal and external environment of cells. The ionic �ow
produces electrical signals that control many life-related biological functions. It is critical
to grasp the dynamic properties of ion �ow through ion channels. Poisson-Nernst-Planck
(PNP) system is a basic continuous model based on treating the process of ions passing
through ion channels as the free di�usion of charged particles in dilute solutions. This
paper reviews how PNP system is established, and introduces the dynamic system research
method of PNP system based on geometric singular perturbation theory and asymptotic
analysis method. It mainly expounds a series of research results of PNP system in recent
years, the challenges it faces and the research problems that need to be solved further.
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