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Äàí âûâîä íåëèíåéíî�äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû íà ñôåðå, íå èñ-
ïîëüçóþùèé ïðåäïîëîæåíèå î ïîòåíöèàëüíîñòè òå÷åíèÿ. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ
òèïà Áóññèíåñêà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåí áàëàíñ ýíåðãèè.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] íà îñíîâå ìàñøòàáèðîâàíèÿ 3D-óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè íà âðàùàþ-
ùåéñÿ ñôåðå ïîëó÷åíà íåëèíåéíî�äèñïåðñèîííàÿ (ÍËÄ) ìîäåëü íà ñôåðå. Ïðè âû-
âîäå áûëî èñïîëüçîâàíî óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè òå÷åíèÿ. Â [2] äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé
ãåîìåòðèè ïîêàçàíî, ÷òî ÍËÄ-óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïî-
òåíöèàëüíîñòè òå÷åíèÿ, ââåäÿ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ãëàâíîé ÷àñòè ãîðèçîíòàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñêîðîñòè îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Äëÿ ÍËÄ-ìîäåëè íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå âûïèñàíû óðàâíåíèÿ áàëàíñà èìïóëüñà è
ýíåðãèè. Âûâåäåíà ìîäåëü òèïà Áóññèíåñêà, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî áàëàíñ ýíåðãèè.

1. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà ñôåðå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oλθr, ïðèâÿçàííóþ ê öåíòðó ñôåðû, âðàùàþùåéñÿ
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ Ω, ãäå λ � äîëãîòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ ê âîñòîêó îò íåêîòîðîãî
ìåðèäèàíà (0 ≤ λ < 2π), θ = π/2−ϕ � äîïîëíåíèå äî øèðîòû ϕ (−π/2 < ϕ < π/2),
r � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Ñèëà ïðèòÿæåíèÿ g ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåííîé ê öåíòðó
Çåìëè. Òîëùèíà ñëîÿ âîäû ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì R, ïîýòîìó
g = |g| è ïëîòíîñòü âîäû ρ áåðóòñÿ ïîñòîÿííûìè, ρ ≡ 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: J =
−r2 sin θ � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ñôåðè÷åñêèì, vα

(α = 1, 2, 3) � êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè (v1 = λ̇, v2 = θ̇, v3 = ṙ);
vγ (γ = 1, 2, 3) � êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, ñâÿçàííûå ñ vα ôîðìóëàìè
[1, 3]

v1 = Ωr2 sin2 θ + r2 sin2 θ v1, v2 = r2v2, v3 = v3 = w . (1)

Óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå [1]

(Jv1)λ + (Jv2)θ + (Jw)r = 0, (2)

vt + (u · ∇)v + w vr +∇p = r, (3)

wt + u · ∇w + wwr + pr = −g + r3, (4)

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 12-01-00721-à), à òàêæå â
ðàìêàõ ïðîãðàììû Ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò ÍØ�6293.2012.9).
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ãäå ÷åðåç w îáîçíà÷åíà ðàäèàëüíàÿ, èëè ¾âåðòèêàëüíàÿ¿, ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè v3,
u = (v1, v2)ò, v = (v1, v2)

ò � âåêòîðû, ñîñòàâëåííûå ñîîòâåòñòâåííî èç êîíòðàâàðèàíò-
íûõ è êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò ¾ãîðèçîíòàëüíîé¿ ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñêîðîñòè;
p � äàâëåíèå, ∇ = (∂/∂λ, ∂/∂θ), r = (r1, r2)

ò,

r1 = 0, r2 = (Ω + v1)2 r2 sin θ cos θ, r3 = (Ω + v1)2 r sin2 θ + (v2)2 r . (5)

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è î ïîâåðõíîñòíûõ âîëíàõ ñ÷èòàåì, ÷òî ñëîé æèäêîñòè
îãðàíè÷åí ñíèçó íåïðîíèöàåìûì ïîäâèæíûì äíîì r = R − h(λ, θ, t), à ñâåðõó �
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ r = R + η(λ, θ, t). Óñëîâèÿ íà ýòèõ ãðàíèöàõ èìåþò âèä [3]

(ηt + u · ∇η − w)
∣∣∣
r=R+η

= 0, p
∣∣∣
r=R+η

= 0, (ht + u · ∇h+ w)
∣∣∣
r=R−h

= 0. (6)

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû íà ñôåðå ââåäåì õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû.
Ïóñòü L è h0 � ìàñøòàáû â ãîðèçîíòàëüíîì è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, ñîîò-
âåòñòâåííî, a0 � õàðàêòåðíàÿ àìïëèòóäà âîëíû, α = a0/h0 � ïàðàìåòð íåëèíåéíî-
ñòè. Ñ âåëè÷èíîé L ñâÿæåì ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá λ0, èçìåðåííûé â ðàäèàíàõ:
λ0 = L/R = ε/µ , ãäå ε = h0/R� 1 � îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ âîäû, µ = h0/L �
ïàðàìåòð ÷àñòîòíîé äèñïåðñèè. Ìàñøòàá âðåìåíè t0 îïðåäåëèì êàê t0 = L/

√
gh0 .

Òîãäà ìàñøòàá óãëîâîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ω0 =
λ0
t0

=
ε

µ

√
gh0
L

=

√
gh0
R

.

Çà ìàñøòàá ¾ãîðèçîíòàëüíîé¿ óãëîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè â âîëíå òàêæå ïðè-
íèìàåòñÿ âåëè÷èíà ω0. ×åðåç s = r−R îáîçíà÷èì íîâóþ ïåðåìåííóþ. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ââåäåííûìè ìàñøòàáàìè îïðåäåëèì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

λ =
λ

λ0
, θ =

θ

λ0
, h =

h

h0
, s =

s

h0
, H =

H

h0
, η =

η

a0
, t =

t

t0
, Ω =

Ω

ω0

, (7)

vβ =
vβ

ω0

, vβ =
vβ

R
√
gh0

(β = 1, 2), w =
w

µ
√
gh0

, p =
p

gh0
. (8)

Ôîðìóëû (8) äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò
èç ñîîòíîøåíèé (7) è îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìîòðåííûõ â [1].

Äàëåå ÷åðòó íàä áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè áóäåì îïóñêàòü äëÿ óïðîùåíèÿ
îáîçíà÷åíèé.

2. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèè �òîíêîãî ñëîÿ�.

Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îòáðîøåíû ÷ëåíû ïî-
ðÿäêà O(ε) â ñâÿçè ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ìàëîñòè òîëùèíû îêåàíè÷åñêîãî ñëîÿ. Åñëè
èñïîëüçîâàòü äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ ôîðìóëû (7), (8), òî ýòè ìîäèôèöèðîâàííûå
óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

(J0v
1)λ + (J0v

2)θ + (J0w)s = 0 ; (9)

vt + (u · ∇)v + wvs +∇p = r , (10)

µ2
(
wt + (u · ∇)w + wws

)
+ ps = −1 , (11)
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ïðè ýòîì J0 = − sin θ, u = (v1, v2)ò, v = (v1, v2)
ò, ∇ = (∂/∂λ, ∂/∂θ), r = (r1, r2)

ò,

v1 =
(
Ω + v1

)
sin2 θ; v2 = v2 , (12)

r1 = 0, r2 = (ε/µ) (Ω + v1)2 sin θ cos θ . (13)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9)�(11) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

(αηt + αu · ∇η − w)
∣∣
s=αη

= 0, (14)

p
∣∣
s=αη

= 0, (15)

(ht + u · ∇h+ w)
∣∣
s=−h = 0. (16)

Îòòàëêèâàÿñü îò îáåçðàçìåðåííûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ 3D-óðàâíåíèé (9) �(16), ïðè-
ñòóïèì ê âûâîäó ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé.

3. Âûâîä ÍËÄ-óðàâíåíèé íà ñôåðå.

Â ìîäåëÿõ ìåëêîé âîäû èñêîìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëíàÿ ãëóáèíà æèäêîñòè
H è âåêòîð ñêîðîñòè c = c(λ, θ, t). Âîçüìåì çà c ñðåäíþþ ïî ãëóáèíå ñêîðîñòü u:

c = (c1, c2)ò =
1

H

αη∫
−h

u ds. (17)

Âûðàæåíèå (17) çàïèñàíî â áåçðàçìåðíîì âèäå, H = αη + h. Òîãäà óðàâíåíèå íåðàç-
ðûâíîñòè äëÿ ÍËÄ-ìîäåëè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Ht +∇ · (Hc) = 0 , (18)

ãäå îïåðàòîð äèâåðãåíöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∇ · c =
(J0c

1)λ + (J0c
2)θ

J0
. (19)

Óðàâíåíèå (18) âûòåêàåò (ñì. [1]) èç óðàâíåíèÿ íåñæèìàåìîñòè (9), ïðîèíòåãðèðî-
âàííîãî ïî òîëùèíå ñëîÿ æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (14), (16).

3.1. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå âûâîäà. Âñïîìîãàòåëüíûå ôîðìóëû.

Äëÿ âûâîäà ïðèáëèæåííîé ìîäåëè áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå êîìïîíåíò âåê-
òîðà ñêîðîñòè â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà µ2:

u = u0 + µ2u1 +O(µ4), v = v0 + µ2v1 +O(µ4), w = w0 + µ2w1 +O(µ4). (20)

Îïðåäåëèâ äëÿ óäîáñòâà âåëè÷èíû

K0 =

(
Ω sin2 θ

0

)
, M =

(
sin2 θ 0

0 1

)
,

èç ñîîòíîøåíèé (12) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

v = K0 +Mu . (21)
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Òàê êàê â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè èçìåíåíèå âåëè÷èí ïî îñè Os íåçíà÷èòåëüíî
ïî ñðàâíåíèþ ñ èçìåíåíèåì â �ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè�, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî(

u0
)
s

= 0 . (22)

Íèæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé (20) âûðàçèì ôóíêöèè u, v, w ÷åðåç ñêîðîñòü
c ïðèáëèæåííîé ìîäåëè. Ñíà÷àëà íàéäåì ñâÿçü ìåæäó w0 è u0. Ïîäñòàíîâêà ôóíêöèé
u è w (20) â óðàâíåíèå (9) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ∇ · u0 + (w0)s = 0,
èíòåãðèðóÿ êîòîðîå ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå â ïðåäåëàõ îò −h äî s è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ôóíêöèÿ u0 íå çàâèñèò îò s, èìååì

(s+ h)∇ · u0 + w0(s)− w0

∣∣
s=−h = 0. (23)

Äàëåå èñïîëüçóåì óñëîâèå (16), èç êîòîðîãî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèé (20) âû-
òåêàåò

w0

∣∣
s=−h = −D0h, D0 = ∂/∂t+ u0 · ∇ .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðàæåíèÿ èç (23) ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå w0 ïî ãëóáèíå:

w0(s) = −D0h− (s+ h)∇ · u0 . (24)

Ñëåäóþùèé øàã � óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ñêîðîñòÿìè u è c. Ïîäñòàâëÿÿ ïåð-
âîå èç ðàçëîæåíèé (20) â ôîðìóëó (17), èìååì

c =
1

H

αη∫
−h

(
u0 + µ2u1 +O(µ4)

)
ds = u0 + µ2 1

H

αη∫
−h

u1ds+O(µ4) . (25)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðâóþ èç ôîðìóë (20) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

u = c + µ2V +O(µ4), V = u1 − 1

H

αη∫
−h

u1ds , (26)

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
αη∫

−h

Vds = 0 . (27)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (21) ïîëó÷àåì

v = K0 +Mc + µ2MV +O(µ4). (28)

Íàêîíåö, èç (20) ñ ó÷åòîì (24) è âûòåêàþùåé èç (25) ôîðìóëû u0 = c+O(µ2) èìååì
òðåáóåìîå äëÿ êîìïîíåíòû w ïðåäñòàâëåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O(µ2):

w = −Dh− (s+ h)∇ · c +O(µ2) , (29)

ãäå D � îïåðàòîð ïîëíîé ïðîèçâîäíîé:

D = ∂/∂t+ c · ∇. (30)

Ôîðìóëû (26), (28), (29) èñïîëüçóþòñÿ íèæå ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ÍËÄ-ìîäåëè.
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3.2. Ôîðìóëà äëÿ äàâëåíèÿ â ÍËÄ�ìîäåëè íà ñôåðå.

×òîáû âûðàçèòü äàâëåíèå ÷åðåç ïåðåìåííûå ÍËÄ�ìîäåëè, èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå
(11) ïî �âåðòèêàëüíîé� êîîðäèíàòå â ïðåäåëàõ îò s (−h < s < αη) äî αη è ñ ó÷åòîì
óñëîâèÿ (15) è ðàâåíñòâà u = c +O(µ2), âûòåêàþùåãî èç (26), ïîëó÷àåì

µ2

αη∫
s

(
Dw + wwζ +O(µ2)

)
dζ − p(s) = s− αη . (31)

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âû÷èñëÿåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (29) äëÿ w:

Dw+wws = −D2h−(s+h)D (∇ · c)+(s+h) (∇ · c)2+O(µ2) = −R2−(s+h)R1+O(µ2),

ãäå
R1 = D (∇ · c)− (∇ · c)2 , R2 = D2h. (32)

Èç (31) ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé âûòåêàåò ôîðìóëà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ
ïî êîîðäèíàòå s, −h ≤ s ≤ αη:

p(s) = H−(s+h)−µ2

[(
H − (s+ h)

)
R2 +

(
H2

2
− (s+ h)2

2

)
R1

]
+O(µ4) = p̃ (s)+O(µ4).

(33)

3.3. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÍËÄ�ìîäåëè íà ñôåðå.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (26), (28), (29) è ôîðìóëó äëÿ äàâëåíèÿ (33), âûâåäåì óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ ÍËÄ-ìîäåëè, èñõîäÿ èç âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (10). Ñîãëàñíî ôîðìóëå
(26) ïðåîáðàçóåì r2:

r2 =
ε

µ

[
Ω + (c1 +O(µ2))

]2
sin θ cos θ =

ε

µ

(
Ω + c1

)2
sin θ cos θ +O(εµ) .

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè ε áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

r2 =
ε

µ

(
Ω + c1

)2
sin θ cos θ , (34)

ñîõðàíèâ çà ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (10) îáîçíà÷åíèå r.
Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (10) ïî ïîëíîé ãëóáèíå è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (15), ïðèõîäèì

ê ñîîòíîøåíèþ

αη∫
−h

(vt + (u · ∇)v + wvs) ds+∇
αη∫

−h

p ds− p
∣∣
s=−h∇h =

αη∫
−h

r ds. (35)

Òàê êàê âåêòîð r, ââèäó (34), íå çàâèñèò îò s, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (35) ðàâíà rH. Ïðå-
îáðàçóåì ñîîòíîøåíèå (35), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå w è p ÷åðåç ïåðåìåííûå c, H.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷ëåíîâ ñ äàâëåíèåì èç ëåâîé ÷àñòè (35) èñïîëüçóåì ôîðìóëó (33):

∇
αη∫

−h

p ds−p
∣∣
s=−h∇h = αH∇η−µ2

[
∇
(H3

3
R1 +

H2

2
R2

)
−H∇h

(H
2
R1 +R2

)]
+O(µ4).

(36)
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëàãàåìîãî ñ �âåðòèêàëüíîé� êîìïîíåíòîé ñêîðîñòè ïðèìåíèì ôîð-
ìóëû (28) è (29), ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñëå âûêëàäîê ñ ó÷åòîì (27) ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

αη∫
−h

wvsds = µ2M

αη∫
−h

wVsds = µ2M
[
DhV

∣∣
s=−h−

(
Dh+H(∇·c)

)
V
∣∣
s=αη

]
+O(µ4) . (37)

Ãðóïïà ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (35), ñîäåðæàùàÿ �ãîðèçîíòàëüíûå� êîìïîíåíòû ñêîðîñòè,
ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ïðèåìîâ, âêëþ÷àþùèõ ïîäñòàíîâêó âûðàæå-
íèé (26), (28), âûíîñ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà è ïðè-
ìåíåíèå ôîðìóëû (27), ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå, îáúåäèíÿÿ êîòîðîå ñ
(37), áóäåì èìåòü

αη∫
−h

(vt + (u · ∇)v + wvs) ds = HMct +H (c · ∇) (K0 +Mc) +O(µ4) .

Âûâîä ýòîé ôîðìóëû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí òîìó, ÷òî ïðèâåäåí â ðàáîòå [1]. Ñðàâíè-
âàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñ èíòåãðàëîì (35) è ó÷èòûâàÿ (36), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
äâèæåíèÿ ÍËÄ�ìîäåëè

vt+(c·∇)v+α∇η = µ2

[
1

H
∇
(
H3

3
R1 +

H2

2
R2

)
−∇h

(
H

2
R1 +R2

)]
+r+O(µ4). (38)

Çäåñü äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåí íîâûé âåêòîð v = (v1, v2)
ò, êîòîðûé â îòëè÷èå

îò âåêòîðà èç (21) íå çàâèñèò îò s è îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòü c: v = K0 + Mc .
Òàêèì îáðàçîì, âûâåäåíà ñèñòåìà ÍËÄ-óðàâíåíèé (18), (38) áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î
ïîòåíöèàëüíîñòè èñõîäíîãî 3D-òå÷åíèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ òîé, ÷òî ïîëó÷åíà â [1].

×òî æå äàåò óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè? Ñðàâíåíèå âûâîäîâ ÍËÄ-ìîäåëåé ïîêàçû-
âàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýòîãî óñëîâèÿ â [1] ïîçâîëÿåò â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü âòîðîé
÷ëåí u1 ðàçëîæåíèÿ ñêîðîñòè u ïî ôîðìóëå (20), è òåì ñàìûì ÿâíî âû÷èñëèòü V èç
ôîðìóëû (26). Êàê ñëåäóåò èç íàñòîÿùåé ðàáîòû, äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ýòà ÿâíàÿ ôîðìóëà íå íóæíà, äîñòàòî÷íî ñîîòíîøåíèÿ (27).

4. Óðàâíåíèå áàëàíñà èìïóëüñà.

Ïåðåéäåì ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (18), (38), îò-
áðàñûâàÿ O(µ4):

Ht +∇ · (Hc) = 0, H = η + h ; (39)

vt + (c · ∇)v + g∇η =
1

H
∇
(
H3

3
R1 +

H2

2
R2

)
−∇h

(
H

2
R1 +R2

)
+ r , (40)

v1 =
(
Ω + c1

)
R2 sin2 θ, v2 = R2c2; r1 = 0, r2 =

(
Ω + c1

)2
R2 sin θ cos θ .

Ïðèâåäåì äðóãèå ôîðìû çàïèñè ïîëó÷åííîé ÍËÄ-ìîäåëè. Èç ôîðìóëû (33) âûòå-
êàåò, ÷òî â êà÷åñòâå ôóíêöèè äàâëåíèÿ â ÍËÄ-ìîäåëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü p̃(s).
Åñëè ÷åðåç P îáîçíà÷èòü ñðåäíåå ïî òîëùèíå ñëîÿ æèäêîñòè äàâëåíèå

P =
1

H

η∫
−h

p̃ds =
gH

2
− H2

3
R1 −

H

2
R2, (41)
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òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (40) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vt + (c · ∇)v +
∇(PH)

H
= r + q∇h , (42)

ïðè ýòîì

q =
1

H
p̃
∣∣∣
s=−h

= g − H

2
R1 −R2 . (43)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (39) íà v, à (40) íà H è ñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàòû, ïðèõîäèì ê
çàïèñè ÍËÄ-óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ äèâåðãåíòíîé ëåâîé ÷àñòüþ:

(Hv)t +∇ · (c⊗ v) +∇(HP ) = qH∇h+Hr , (44)

ãäå c⊗ v � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

5. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè âûïîëíèì ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé íàä óðàâ-
íåíèåì äâèæåíèÿ (42), óìíîæèâ êàæäîå èç ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé íà îòâå÷àþùóþ
åìó êîìïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ. Òîãäà ãðóïïà
÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ñêîðîñòü, çàïèøåòñÿ â âèäå

c · vt + c · (c · ∇)v − c · r = D (
c · c

2
− U) , (45)

ãäå
c · c = (c1R sin θ)2 + (c2R)2, U = (Ω2R2 sin2 θ)/2 ,

D � îïåðàòîð ïîëíîé ïðîèçâîäíîé (30). Äàëåå ïðåîáðàçóåì îñòàâøóþñÿ ãðóïïó ÷ëå-
íîâ óðàâíåíèÿ (42), óìíîæåííîãî íà c:

1

H
c · ∇(PH)− qc · ∇h =

∇ · (cPH)

H
− P∇ · c− qDh+ qht .

Ïî àíàëîãèè ñ [2] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P∇ · c + qDh = −D
(
E − c · c

2
+ U

)
,

ãäå ÷åðåç E îáîçíà÷åíà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÍËÄ-ìîäåëè:

E =
c · c

2
+
H2

6
(∇ · c)2 +

H

2
(∇ · c)Dh+

(Dh)2

2
+
g(H − 2h)

2
− U . (46)

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî òîëùèíå ñëîÿ
æèäêîñòè âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè 3D-ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè, ó÷òÿ ïðè ýòîì
ñîîòíîøåíèÿ (17), (20), (29), îòáðîñèâ ÷ëåíû ïîðÿäêà O(µ4) è ïîäåëèâ ðåçóëüòàò íà
H (ñì. äëÿ àíàëîãèè â ïëîñêîì ñëó÷àå ðàáîòó [2]). Îáúåäèíÿÿ âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ (42), óìíîæåííîãî íà c, èìååì

Et + c · ∇E +
1

H
∇ · (cHP ) + qht = 0 . (47)

Óìíîæèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà H è ñëîæèì ñ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè
(39), óìíîæåííûì íà E . Ïîëó÷àåì

(HE)t +∇ · (cH(E + P )) +Hqht = 0 , (48)

êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ:

∂J0HE
∂t

+
∂J0c

1H(E + P )

∂λ
+
∂J0c

2H(E + P )

∂θ
= −J0Hqht , J0 = −R2 sin θ . (49)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîíñåðâàòèâíûé âèä â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî äíà.
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6. Ìîäåëü òèïà Áóññèíåñêà

Ïðè âûâîäå ÍËÄ-óðàâíåíèé (18), (38) ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè àìïëèòóäû âîëí
íå èñïîëüçîâàëîñü. Äîïóñêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè α è µ2, ïðèõîäèì ê óðàâíå-
íèÿì òèïà Áóññèíåñêà, îòëè÷àþùèìñÿ îò ïîëíîñòüþ íåëèíåéíîé ÍËÄ-ìîäåëè òåì,
÷òî ãðóïïà äèñïåðñèîííûõ ÷ëåíîâ ïðèíèìàåò ñëàáî-íåëèíåéíûé âèä. Äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî α = O(µ2).

Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè äèâåðãåíöèþ ∇·c = −DH/H è ïåðåïèøåì
âûðàæåíèå äëÿ R1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R1 =
D(H∇ · c)

H
.

Òîãäà äëÿ P è q, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëàìè (41), (43) è ïåðåïèñàííûõ â áåçðàçìåðíîì
âèäå, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

P =
H

2
− µ2

(
H

3
D (H∇ · c) +

H

2
D2h

)
, q = 1− µ2

(
1

2
D (H∇ · c) +D2h

)
. (50)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî H = h + αη, è ïðåíåáðåãàÿ â âûðàæåíèÿõ (50) ÷ëåíàìè ïîðÿäêà
O(αµ2), O(α2µ2), ïðèõîäèì ê ìîäèôèöèðîâàííûì âûðàæåíèÿì PB è qB, êîòîðûå
ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ïðèìóò âèä:

PB =
gH

2
− h

3
D (h∇ · c)− h

2
D2h, qB = g − 1

2
D (h∇ · c)−D2h . (51)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ÍËÄ-ìîäåëè òèïà Áóññèíåñêà ñî ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì
äâèæåíèÿ:

vt + (c · ∇)v +
∇(PBH)

H
= r + qB∇h . (52)

Óðàâíåíèå áàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ òåïåðü ïðèíèìàåò âèä

EB =
(c · c)

2
+
h2

6
(∇ · c)2 +

h

2
(∇ · c)Dh+

(Dh)2

2
+
g(H − 2h)

2
− U , (53)

ïîëó÷àåòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, è èìååò ôîðìó, àíà-
ëîãè÷íóþ óðàâíåíèþ (48):

(HEB)t +∇ · (cH(EB + PB)) +HqBht = 0 . (54)

Ýòî óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàêæå â âèäå (49) ïðè çàìåíå âåëè÷èí E , P , q íà EB,
PB, qB. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ìîäåëü òèïà Áóññèíåñêà íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå, ó
êîòîðîé â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî äíà èìååòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè.
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