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Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä íóìåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæäåííûõ èñòî÷-
íèêîì Ìàðêîâà. Íóìåðóþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôèêñèðîâàííîé
äëèíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíà ïàìÿòü èñòî÷íèêà, íî íå èçâåñòíû ïåðåõîä-
íûå âåðîÿòíîñòè. Ìåòîä òàêæå ïðèìåíèì â èäåàëüíîé ñòåãàíîãðàôè÷åñêîé ñèñòå-
ìå, îïèñàííîé â ðàáîòå Ðÿáêî Á.ß. è Ðÿáêî Ä.Á.

1. Ââåäåíèå
Çàäà÷à íóìåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæäåííûõ ñëó÷àéíûì èñòî÷íèêîì èçâåñòíà
äàâíî. Â ðàáîòàõ [1],[2],[3] ðàññìàòðèâàëàñü ïðîáëåìà íóìåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïîðîæäåííûõ áåðíóëëèåâñêèì èñòî÷íèêîì. Ëó÷øèé ðåçóëüòàò â ýòîé îáëàñòè èìååò
ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà îïåðàöèé è îáúåìà ïàìÿòè îò äëèíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ðàáîòàõ [2], [3] áûë ðàññìîòðåí âàðèàíò ìàðêîâñêîãî èñòî÷íèêà
ñ ïàìÿòüþ ðàâíîé îäíîìó íàä àëôàâèòîì {0, 1}. Îáùèé ñëó÷àé ìàðêîâñêîãî èñòî÷íèêà
íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì áûë ðàññìîòðåí â [2], íî ñëîæíîñòü ìåòîäà ðàñòåò ýêñïîíåí-
öèàëüíî ñ ðîñòîì àëôàâèòà èëè ïàìÿòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä
÷àñòè÷íîé íóìåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîðîæäåííûõ èñòî÷íèêîì Ìàðêîâà ïðîèç-
âîëüíîãî ïîðÿäêà íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì, ñêîðîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ
íóìåðàöèè èñòî÷íèêà áåç ïàìÿòè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íîâûé ïîäõîä íå äàåò ïîëíîãî
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû òåì íå ìåíåå îí ìîæåò áûòü ïîëåçåí äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷
êðèïòîãðàôèè è ñòåãàíîãðàôèè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàò
Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü A � àëôàâèò, òîãäà îáîçíà÷èì, ÷åðåç Ak ìíî-
æåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû k è ÷åðåç A∞ ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Åñëè
x ∈ A∞, òî ÷åðåç |x| îáîçíà÷èì äëèíó ñëîâà x.

Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê èñòî÷íèê Ìàðêîâà M ïîðÿäêà t íàä àëôàâèòîì A = {a1, ..., an}.
Îáîçíà÷èì ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè:

P (xi = a
′
i|xi−1 = a

′
i−1, . . . , xi−t = a

′
i−t) = pa

′
i,...,a

′
i−t

, (1)

ãäå a
′
i ∈ A, äëÿ âñåõ i.

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñëîâî) X = x0, x1, x2, . . . , xN ïîðîæäåííàÿ èñòî÷-
íèêîì M ïîðÿäêà t íàä àëôàâèòîì A. Îáîçíà÷èì, ÷åðåç Ē = {E1, ...Em}, Ei ∈ At ìíî-
æåñòâî ñîñòîÿíèé èñòî÷íèêà. Êàæäîå ñîñòîÿíèå Ei ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç t áóêâ è çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå ñëåäóþùåãî ñèìâîëà (èëè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
ñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ). ßñíî, ÷òî m ≤ nt. Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 1. Èñòî÷íèê ñ ïàìÿòüþ 2 íàä àëôàâèòîì A = {0, 1} èìååò ñîñòîÿíèÿ {E1, E2,
E3, E4}, ãäå E1 ñîîòâåòñòâóåò ñëîâó 00, E2 = 01 è ò.ä. Äîïóñòèì ýòîò èñòî÷íèê ïîðî-
äèë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0011010101. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
ðàâíî E1 èëè 00, äàëåå èñòî÷íèê èçìåíèë ñîñòîÿíèå íà E2 = 01 è ïîðîäèë ñèìâîë 1
è ò.ä. Åñëè âûïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé èñòî÷íèêà òî ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü E1, E2, E4, E3, E2, E3, E2....

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: b � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è c � êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç PE � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé èç êîòîðûõ ìîæíî ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå
E çà îäèí øàã. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà PE áóäåì íàçûâàòü âõîäàìè â ñîñòîÿíèå E. Â
ïðèìåðå 1, PE2 = {E1, E3}.
Çàìå÷àíèå 2.1. E ∈ PE ⇔ åñëè ñîñòîÿíèå E ýòî îäíîáóêâåííîå ñëîâî.

Ïóñòü XE � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ, êîòîðûå ïîðîäèë èñòî÷íèê êîãäà íàõîäèëñÿ â
ñîñòîÿíèè E. Ñ÷èòàåì, ÷òî XE óïîðÿäî÷åíà â òîì ïîðÿäêå â êàêîì ïîÿâëÿëèñü áóêâû.
Åñëè ðàññìîòðåòü Ïðèìåð 1, òî: b = E1 = 00, XE1 = 1, XE2 = 100, XE3 = 111, XE4 = 0 è
c = E2 = 01.

Çàìå÷àíèå 2.2. à) Åñëè äàíû âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè XE è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, òî
ìîæíî âîññòàíîâèòü âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X.
á) Åñëè ó äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X è Y, ïîðîæäåííûõ ìàðêîâñêèì èñòî÷íèêîì
ïîðÿäêà t, ñîâïàäàþò íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ E ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè XE è YE îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì áóêâ (ñîâïàäàþò ïî äëèíå è ñîñòàâó
áóêâ), òî âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ X è Y ðàâíû.

Ïóñòü νx(a) � ÷àñòîòà áóêâû a â ñëîâå x è l(x) � ïîñëåäíÿÿ áóêâà ñëîâà x. Îáîçíà÷èì
÷åðåç (*) óñëîâèå, ÷òî ñîñòîÿíèå E ðàâíî b è íå ðàâíî c è ÷åðåç (**) óñëîâèå, ÷òî E ðàâíî
c è íå ðàâíî b.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîäíîáóêâåííîãî ñîñòîÿíèÿ E, âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) Åñëè íå âûïîëíåíî (∗) è (∗∗) èëè âûïîëíåíû îáà óñëîâèÿ, òî:

∑

E′∈PE

νE
′ (l(E)) = |XE| (2)

2) Åñëè âûïîëíåíî (∗) è íå âûïîëíåíî (∗∗), òî:
∑

E′∈PE

νE′ (l(E)) + 1 = |XE| (3)

3) Åñëè âûïîëíåíî (∗∗) è íå âûïîëíåíî (∗), òî:
∑

E
′∈PE

νE′ (l(E))− 1 = |XE| (4)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîáóêâåííîãî ñîñòîÿíèÿ E (îáîçíà÷èì ýòó áóêâó ÷åðåç e), âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ:
4) Åñëè íå âûïîëíåíî (∗) è (∗∗) èëè âûïîëíåíû îáà óñëîâèÿ, òî:

∑

E′∈PE ,E′ 6=E

νE′ (l(E)) = |XE| − νXE
(e) (5)
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5) Åñëè âûïîëíåíî (∗) è íå âûïîëíåíî (∗∗), òî:
∑

E
′∈PE ,E

′ 6=E

νE′ (l(E)) + 1 = |XE| − νXE
(e) (6)

6) Åñëè âûïîëíåíî (∗∗) è íå âûïîëíåíî (∗), òî:
∑

E
′∈PE

νE
′ (l(E))− 1 = |XE| − νXE

(e) (7)

7) Åñëè E íå ðàâíî c, òî l(XE) 6= e

Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè XE è ñîñòîÿíèÿ b è c, òî âû-
ïîëíåíèå óñëîâèé 1)-7) äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ E íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàëà X, íî íå äîñòàòî÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñîñòîÿíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì, òî
êîëè÷åñòâî âõîäîâ â ýòî ñîñòîÿíèå äîëæíî áûòü ðàâíî êîëè÷åñòâó âûõîäîâ èç íåãî.
Ýòî îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâà (1) è (4) (â ñëó÷àå îäíîáóêâåííîãî ñîñòîÿíèÿ). Åñëè æå âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (*), òî êîëè÷åñòâî ïîïàäàíèé èç äðóãèõ ñîñòîÿíèé ìåíüøå íà åäèíèöó
êîëè÷åñòâà âûõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ (ñì. ðàâåíñòâà (2) è (5)). È íàêîíåö, åñëè ñîñòîÿíèå
ÿâëÿåòñÿ è êîíå÷íûì è íà÷àëüíûì, òî êîëè÷åñòâî âõîäîâ â ñîñòîÿíèå ðàâíî êîëè÷å-
ñòâó âûõîäîâ èç äðóãèõ ñîñòîÿíèé ïëþñ îäèí âõîä èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îáùåå ÷èñëî âõîäîâ â ñîñòîÿíèå äîëæíî áûòü íà åäèíèöó áîëüøå ÷åì êîëè÷å-
ñòâî âûõîäîâ (òàê êàê ñîñòîÿíèå êîíå÷íîå). Ýòî îáåñïå÷èâàþò óñëîâèÿ 1) è 3). Êðîìå
òîãî, åñëè ñîñòîÿíèå E îäíîáóêâåííîå è íå ðàâíî c, òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âûõî-
äà èç ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XE íå äîëæíà
îêàí÷èâàòüñÿ íà òó áóêâó èç êîòîðîé ñîñòîèò ñëîâî E(ñì. óñëîâèå 5)). Òàê êàê åñëè îíî
áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà e, òî âûïîëíåíèå 1)-7) âëå÷åò òî, ÷òî ïîñëåäíèå ñèìâîëû XE

(êîòîðûå ðàâíû e) íå áóäóò ó÷àñòâîâàòü â âîññòàíîâëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà óñëîâèÿ âûïîëíåíû, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåâîçìîæíî

âîññòàíîâèòü.
Ïðèìåð 2. Ïàìÿòü èñòî÷íèêà ðàâíà 2. Èñòî÷íèê íàä àëôàâèòîì A = {0, 1}. Çàäàíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå b = 11 è êîíå÷íîå c = 10

XE1 = {1}; XE2 = {0, 1, 1}; XE3 = {0, 1, 1}; XE4 = {0, 0, 0, 1}.
Âîññòàíàâëèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X ïîëó÷èì 110010110110. Ïîñëåäíèé ñèìâîë ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè XE4 íå áûë èñïîëüçîâàí, òî åñòü äëÿ äàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå
ñóùåñòâóåò èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X. Ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíåíèå óñëîâèé 1)-7)
íåäîñòàòî÷íî. Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {XE
i
′
1

, ..., XE
i
′
m

}, ãäå 0 < m ≤
nt äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)-7) è ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå b. Íàéäåì
óñëîâèÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X ìîãëà áû
áûòü âîññòàíîâëåíà ïî {XE

i
′
1

, ..., XE
i
′
m

}. Óñëîâèÿ 1)-7) è çàäàíèå ñîñòîÿíèÿ b âëå÷åò çà
ñîáîé îäíîçíà÷íîå îïðåäåëåíèå c. Åñëè áóäåì âîññòàíàâëèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X
ïî ýòîìó ìíîæåñòâó, òî âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Ïåðâûé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò
óñïåøíî âîññòàíîâëåíà, òî åñòü âñå ñèìâîëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {XE

i
′
1

, ..., XE
i
′
m

} áûëè
èñïîëüçîâàíû, âòîðîé, âîññòàíîâëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëî ïðåðâàíî íà íåêîòîðîì
ñîñòîÿíèè (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç E

′) è ÷àñòü íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íå áûëà èñïîëüçîâàíà â âîññòàíîâëåíèè (àíàëîãè÷íî ñ ïðèìåðîì 2).
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Çàìå÷àíèå 2.3. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{XE

i
′
1

, ..., XE
i
′
m

}, ãäå 0 < m ≤ nt âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)-7) è çàäàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
b, òî ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X (âîçìîæíî íåóñïåøíîãî, êîãäà áû-
ëè èñïîëüçîâàíû íå âñå ñèìâîëû) ñîñòîÿíèå c ðàâíî E

′ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xc áóäåò
èñïîëüçîâàíà ïîëíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âîññòàíîâëåíèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çàêîí÷èëîñü â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè E

′(äëÿ îäíîáóêâåííîãî äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî) çíà÷èò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè XE′ êîí÷èëèñü ñèìâîëû, íî ýòîãî íå ìîæåò
áûòü ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ â ñîñòîÿíèå E

′(åñëè îíî íå ðàâíî c) ðàâíî êîëè-
÷åñòâó áóêâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X

′
E(èëè êîëè÷åñòâó âûõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ). Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå îäíîìó èç óñëîâèé 1)-7). Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.

Çàìå÷àíèå 2.4. Åñëè E ∈ Pc è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XE îêàí÷èâàåòñÿ íà l(c), òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XE èñïîëüçîâàëàñü ïîëíîñòüþ ïðè âîññòàíîâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Xc èñïîëüçîâàëàñü ïîëíîñòüþ (ýòî ñëåäóåò èç çà-
ìå÷àíèÿ 2.3), òî íå ìîæåò áûòü ïðîïóùåíî íè îäíîãî ñèìâîëà l(c) ∈ XE, ãäå E ∈ PE,
ïîñêîëüêó òîëüêî ñ ïîìîùüþ íèõ ìîæíî ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå c. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
íà êîíöå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè XE, E ∈ Pc ñòîèò ñèìâîë l(c), òî îí èñïîëüçîâàëñÿ â âî-
ñòàíîâëåíèè, ñëåäîâàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XE èñïîëüçîâàëàñü â âîññòàíîâëåíèè
ïîëíîñòüþ. Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.

Ïóñòü I = {i′1, ..., i′m} ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Îáîçíà÷èì
÷åðåç I0 = {i′j}, ãäå Ei

′
j

= c è ÷åðåç I1 ⊂ I = {i′1, ..., i′m} ïîäìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî
i ∈ I1 ⇐⇒ l(XEi

) = l(c), è Ei ∈ Pc.

Àíàëîãè÷íî ïî ðåêóðñèè îïðåäåëèì ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I2, I3... ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Äëÿ In âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) In ⊂ I0/
⋃n−1

k=0 Ik

2) i ∈ In ⇐⇒ ∃k ∈ In−1 òàêîé ÷òî Ei ∈ PEk
è l(XEi

) = l(Ek).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç m

′ èíäåêñ ïîñëåäíåãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Im′ .

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿì {XE

i
′
1

, ..., XE
i
′
m

}, ãäå 0 < m ≤ n è çàäàííîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ b òîãäà è

òîëüêî òîãäà åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)-7) è ⋃m
′

k=0 Ik = I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç çàìå÷àíèÿ 2.4 ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè XEi
, ãäå i ∈ I1

èñïîëüçóþòñÿ ïîëíîñòüþ â âîññòàíîâëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî èíäóêöèè äîêàæåì,
÷òî åñëè i ∈ ⋃n+1

k=0 Ik, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XEi
èñïîëüçîâàëàñü ïðè âîññòàíîâëåíèè

ïîëíîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíî äëÿ n äîêàæåì äëÿ n + 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
i ∈ In, òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2), ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå Ek ó êîòîðîãî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XEk

èñïîëüçîâàëàñü â âîññòàíîâëåíèè ïîëíîñòüþ, ñëåäîâàòåëüíî
ïîñëåäíèé ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè XEi

ó÷àñòâîâàë â âîññòàíîâëåíèè (òàê êàê ïðè
åãî îáðàáîòêå ìû ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå Ek). Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü XEi

èñïîëüçîâàëàñü ïîëíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ÷òî óñëîâèé 1)-7)
è ⋃m

′

k=0 Ik = I0 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçîâàëèñü ïîëíîñòüþ.
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Òàê êàê íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé 1)-7) áûëà äîêàçàíà (ñì. óòâåðæäåíèå 2.1), îñòàåòñÿ
äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ ⋃m

′

k=0 Ik = I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî ìîæ-
íî âîññòàíîâèòü ïîëíîñòüþ è ñóùåñòâóåò òàêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî U îòëè÷íîå îò I,
÷òî ⋃m

′

k=0 Ik = I/U . Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà U ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèÿ Ei, i ∈ I/U
è Ei, ãäå i ∈ U íåñâÿçàííûå, à ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì. Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.

Ïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {XE
i
′
1

, ..., XE
i
′
m

}, ñîîòâåòñòâóþò íåêî-
òîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X. Ïîÿñíèì, êàê çàíóìåðîâàòü X. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü XE

i
′
j

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ïîðîæäåííîé áåðíóëëèåâñêèì
èñòî÷íèêîì. Çàíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XE

i
′
j

áåç ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ñ ïîìîùüþ íó-
ìåðàöèè îïèñàííîé â [1]. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì m íîìåðîâ {n1, ..., nm}. Èç óòâåð-
æäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôèêñèðîâàòü ïîñëåäíèé ÷ëåí êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
XE

i
′
j

è îñòàëüíûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàê óãîäíî ïåðåñòàâèòü, òî ïîëó÷åííûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âîññòàíîâèòü â íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ áó-
äåò ðàâíîâåðîÿòíîé ñ èñõîäíîé (òàê êàê ïðè ïåðåñòàíîâêè ñîõðàíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1)-7)).
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó íàáîðó èç m íîìåðîâ (íîìåðà èç ñîîòâåòñâóþùåãî äèàïîçîíà
çíà÷åíèé) ñîîòâåòñâóåò íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäåííàÿ ìàðêîâñêèì èñòî÷-
íèêîì. m íîìåðîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæíî çàíóìåðîâàòü îäíèì íîìåðîì. Òðåáóåìàÿ
íóìåðàöèÿ ïîëó÷åíà.
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