
Îá îäíîì âàðèàíòå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè äëÿðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõñóïåðÝÂÌ ∗Â.Ì. ÑâåøíèêîâÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêèè ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍÀííîòàöèÿÏåðåëîæåí íîâûé âàðèàíò ìåòîäà äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè, ñî-ïðÿãàåìûå áåç íàëîæåíèÿ ñ óñëîâèÿìè òèïà Äèðèõëå-Äèðèõëå. Åãî îñíîâîé ÿâëÿåòñÿ íåïî-ñðåäñòâåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàíêàðå-Ñòåêëîâà íà ñåòêå, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ íàãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé, ïðè ïîìîùè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé (ÑËÀÓ). Ýëåìåíòû ìàòðèöû ÑËÀÓ ìîæíî íå âû÷èñëÿòü ÿâíî, à èñïîëüçîâàòü ëèøü ååäåéñòâèå íà íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå, ÷òî äàåò èòåðàöèîííûé ìåòîä ïî ïîäîáëàñòÿì. �àññìîò-ðåíû òåõíîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè äàííîãî ïîäõîäà ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñóïåðÝÂÌ.1 ÂâåäåíèåÌåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñëóæèò îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðåøåíèÿ êðà-åâûõ çàäà÷ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñóïåðÝÂÌ [1℄. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèåíèå ðàñ-÷åòíîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè ïðîèñõîäèò áåç íàëîæåíèÿ ïîäîáëàñòåé, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àåîòñóòñòâóåò òàêàÿ íå�èçè÷åñêàÿ äåòàëü, êàê çîíà ïåðåõëåñòà ïîäîáëàñòåé. Îñíîâíûì îòëè÷è-åì ïðåäëàãàåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîéîáëàñòè íà ïîäîáëàñòè, ñîïðÿãàåìûå þåç íàëîæåíèÿ , ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Óðàâíåíèå Ïóàíêàðå-Ñòåêëîâà äëÿ èñêîìîé �óíêöèè íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ γ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñèñòå-ìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), ïîñòðîåííûõ â óçëàõ ñåòêè, ââåäåííîé íà γ.Ýëåìåíòû ìàòðèöû äàííîé ÑËÀÓ ÿâíî íå âû÷èñëÿþòñÿ, à èñïîëüçóåòñÿ ëèøü åå äåéñòâèå íàêàêîé-ëèáî âåêòîð â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå. Äëÿ ýòèõ öåëåé íàèáîëåå ïîäõîäÿò áûñòðîñõîäÿ-ùèåñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà. Èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå íà ïîäîáëàñòèêàê ìàêðîñåòêó, ìîæíî ïîëó÷èòü õîðîøåå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè.Ïðèâîäÿòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äàííîãî ïîäõîäà ïðè ðåøåíèèêðàåâûõ çàäà÷ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñóïåðÝÂÌ.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàáîò àâòîðà [2,3℄, â êîòîðûõ äàííûé ïîäõîä ðàñ-ñìàòðèâàëñÿ äëÿ ñëó÷àÿ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ëîêàëüíî-ìîäè�èöèðîâàííûõñåòîê.
∗�àáîòà �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ïðîåêò � 10-01-90009) 1



2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïèñàíèå àëãîðèòìàÏóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ ϕ(T ), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è
Lϕ(T ) = g(T ), T ∈ D,
lϕ(T )Γ = 0,

(1)ãäå D � ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, Γ � åå ãðàíèöà (D
⋃

Γ = D̄), L � ýëëèïòè÷åñêèé äè��åðåíöèàëüíûéîïåðàòîð, l � îïåðàòîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, T � òî÷êà íàáëþäåíèÿ. (ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿîáëàñòü). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äîñòàòî÷íîãëàäêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).�àçîáüåì îáëàñòü D íà çàäàííîå ÷èñëî ND ïîäîáëàñòåé DK (K = 1, ND) è îáîçíà÷èì ÷å-ðåç γn,m (n 6= m, n,m = 1, ND) ãðàíèöó ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé Dn è Dm, ïðè÷åì ïîëîæèì
γn,m = γm,n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ ìíîæåñòâî ïàð èíäåêñîâ n,m, êîòîðûå îïðåäåëÿþò íåïîâòî-ðÿþùèåñÿ, íåïóñòûå ìíîæåñòâà γn,m. Ïóñòü TP (P = 1, NP ) � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö γn,m(ìàêðîóçëû), NP � ÷èñëî ìàêðîóçëîâ, à γ =

⋃

n,m∈Λ γn,m � îáúåäèíåíèå ýòèõ ãðàíèö. Òîãäà ñïðà-âåäëèâî ðàâåíñòâî
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γ.Çàïèøåì íà γ óðàâíåíèå Ïóàíêàðå-Ñòåêëîâà
dn(wn,m)− dm(wn,m) = 0, (2)ãäå wn,m � �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà γn,m, dr(wn,m) =

(

∂ϕ(wn,m)
∂~n

)

i
(r = n,m), ~n � íîðìàëü ê γn,m,à âåëè÷èíû â ñêîáêàõ îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ïîäîáëàñòÿì Dn è Dm. Íàïðàâëåíèå íîðìàëèâ äàííîì ñëó÷àå íå âàæíî, íî äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî ~n � ýòî âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ïîîòíîøåíèþ ê Dn.Óðàâíåíèå (2) áóäåì ðåøàòü ïðèáëèæåííî. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì íà γn,m ñåòêó ωn,m = {T
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Mn,m+1 ñîâïàäàþò ñ ìàêðîóçëàìè è íå ÿâëÿþòñÿ óçëàìèñåòêè ωn,m.Çàìåíèì çàäà÷ó (2) îòûñêàíèÿ �óíêöèè wn,m íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà çàìåíèì ïðèáëèæåí-íîé çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ �óíêöèè vn,m äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà, ñîñòîÿùåé â ðåøåíèè óðàâíåíèé

fn,m ≡ d̃n − d̃m = 0, n,m ∈ Λ. (3)Çäåñü d̃i = {d̃
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, r = n,m, k = 1,Mn,m, ϕ̃ �ðåøåíèå ïðèáëèæåííîé çàäà÷è âî âñåé îáëàñòè D. Ââåäåì ñåòêó ω =

⋃

n,m∈Λ ωn,m, íà êîòî-ðîé îïðåäåëèì âåêòîð f êàê îáúåäèíåíèå âåêòîðîâ fn,m. Äîïîëíèâ åå ìàêðîóçëàìè, îáðàçóåìñåòêó ⇀
ω= {ω, T1, T2, . . . TP } è âåêòîð v â åå óçëàõ. Ââåäåì åäèíóþ íóìåðàöèþ k = 1,M + P ,ãäå M =

∑

n,m∈Λ Mn,m, äëÿ âñåõ óçëîâ ñåòêè ω̄. Â ñèëó ëèíåéíîñòè èñõîäíîé çàäà÷è âåëè÷èíû
fi = fi(v1, v2, . . . vM , vM+1, . . . vM+P ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòüêàê

f = Av + b, (4)2



ãäå A = {ai,j , i = 1,M, j = 1,M + P} � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, à f = {f, i = 1,M}, b = {bi, i =
1,M}, v = {vj , j = 1,M + P} � âåêòîðû. Òîãäà óðàâíåíèÿ (3) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñèñòåìûëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

Av + b = 0. (5)Äîïîëíèâ (5) óðàâíåíèÿìè â ìàêðîóçëàõ
(L(P )v)j = gj , j = M + 1,M + P ,ãäå L(P ) � àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íà ñåòî÷íîì øàáëîíå, âêëþ-÷àþùåì óçëû ñåòêè ω è îäèí èç ìàêðîóçëîâ, ïîëó÷èì ÑËÀÓ

Āv + b̄ = 0, (6)ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé Ā ïîðÿäêà M + P , è âåêòîðîì b̄ = (b, g)′.Èç �îðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð b ìîæíî âû÷èñëèòü èç ðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çà-äà÷è, ïîëîæèâ â óçëàõ ω èñêîìóþ �óíêöèþ ðàâíîé íóëþ. Ýëåìåíòû ìàòðèöû Ā ìîæíî íå âû-÷èñëÿòü, à èñïîëüçîâàòü ëèøü äåéñòâèå ýòîé ìàòðèöû íà êàêîé-ëèáî âåêòîð ñîãëàñíî �îðìóëå(4). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) ïðîâîäèòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, èñïîëüçóþùèìäàííîå äåéñòâèå è ñàì âåêòîð. Òàêèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò ñåìåéñòâî áûñòðîñõîäÿùèõñÿèòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà, èçëîæåííûõ â ìîíîãðà�èè [4℄. Íà êàæäîìïðèáëèæåíèè ξ ïðè ýòîì ðåøàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è â ïîäîáëàñòÿõ DK ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà
γ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê u(ξ)|γ = Sv(ξ), ãäå S � îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ. ×èñëî èòåðàöèéìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ñîêðàùåíî ïóòåì ïîñòðîåíèÿ õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ v(0).Äëÿ ýòîãî ðåøàåòñÿ èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà ìàêðîñåòêå, êîîðäèíàòíûå ëèíèè êîòîðîé ñóòüëèíèè ðàçáèåíèÿ íà ïîäîáëàñòè, è ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èíòåðïîëèðóåòñÿ â óçëû ñåòêè ω .3 Ïàðàëëåëüíûå òåõíîëîãèè ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ�àñïàðàëëåëèâàíèþ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîäëåæèò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî ïîäîáëàñòÿì, êîòîðûéçàíèìàåò ïîäàâëÿþùóþ ÷àñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ âñåé çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè ïîäçàäà÷ â ïîäîáëà-ñòÿõ ñåòî÷íûìè ìåòîäàìè âàæíûì çâåíîì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ñåòî÷íûõ äàííûõ íà âû÷èñëè-òåëüíóþ ñåòü. Îáû÷íî ïðèíÿòûé ñïîñîá îòîáðàæåíèÿ: îäíà ïîäîáëàñòü � îäèí ïðîöåññîð â äàííîìñëó÷àå íå ý��åêòèâåí, òàê êàê ïîäîáëàñòè ìîãóò ñîäåðæàòü ðàçëè÷íîå ÷èñëî óçëîâ, â êîòîðûõâû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè (â äàëüíåéøåì � ñ÷åòíûõ óçëîâ), ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçáà-ëàíñèðîâêå çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ. Ïîýòîìó ïîäîáëàñòè ãðóïïèðóþòñÿ â îáúåäèíåíèÿ Ul, l = 1, L,ãäå L � èçâåñòíîå ÷èñëî, ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ. Äëÿýòîãî â êàæäîå îáúåäèíåíèå Ul =

⋃

k Ω̄
(l)
h,k âêëþ÷àþòñÿ òàêèå ïîäñåòêè Ω̄

(l)
h,k, êîòîðûå äàâàëè áû âñóììå Nl =

∑

k N
(l)
k ÷èñëî ñ÷åòíûõ óçëîâ Nl ≈ NU , ãäå NU � çàäàííàÿ âåëè÷èíà, à N

(l)
k � ÷èñëîñ÷åòíûõ óçëîâ â ïîäîáëàñòÿõ. Àëãîðèòì ãðóïïèðîâêè ïîäîáëàñòåé äëÿ èäåàëüíîé áàëàíñèðîâêèäîëæåí ñòðîèòüñÿ íà ðåøåíèè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ,÷òî â îáúåäèíåíèå âêëþ÷àþòñÿ íå òîëüêî ñîñåäíèå ïîäîáëàñòè, íî è ïîäîáëàñòè, ðàçäåëåííûåïîäîáëàñòÿìè èç äðóãèõ îáúåäèíåíèé. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëü-íîìó óâåëè÷åíèþ îáúåìà ìåäëåííûõ îïåðàöèé ïåðåñûëêè â ñèñòåìàõ ñ ðàçäåëåííîé ïàìÿòüþ.Îáìåíû íå ïðîèñõîäÿò ìåæäó ñîñåäíèìè ïîäîáëàñòÿìè îäíîãî îáúåäèíåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëïðèíÿò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îáúåäèíåíèé. Îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî NU , êîòîðîå ìîæåòáûòü ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó óçëîâ â ïîäîáëàñòè èëè âû÷èñëÿòüñÿ êàê NU = Nh/L, ãäå Nh3



� ñóììàðíîå ÷èñëî ñ÷åòíûõ óçëîâ âî âñåõ ïîäñåòêàõ. Äëÿ êàæäîé ñâîáîäíîé, òî åñòü íå âêëþ÷åí-íîé íè â îäíî îáúåäèíåíèå, ïîäîáëàñòè ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå ñîñåäè. Êîëè÷åñòâî óçëîâïðîñìîòðåííûõ ïîäñåòîê ñóììèðóåòñÿ. Åñëè ïîñëå ïðîñìîòðà k-é ïîäñåòêè â l-ì îáúåäèíåíèè îêà-æåòñÿ Nl > NU , òî ïðîöåññ ãðóïïèðîâêè çàêàí÷èâàåòñÿ, ïðè÷åì ïðè Nl−NU > 0.5N
(l)
k ïîñëåäíÿÿïîäñåòêà íå âêëþ÷àåòñÿ â äàííîå îáúåäèíåíèå.Íà òåêóùåì ïðîöåññîðå, êîòîðûé îòâå÷àåò çà îäíî îáúåäèíåíèå, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåâû÷èñëèòåëüíûå ðàáîòû: 1) âû÷èñëåíèå èñêîìîé �óíêöèè â ïîäîáëàñòÿõ, 2) ðàñ÷åò íîðìàëü-íûõ ïðîèçâîäíûõ íà ñòîðîíàõ ïîäîáëàñòåé, âõîäÿùèõ â îáúåäèíåíèå, 3) âû÷èñëåíèå ðàçíîñòåéïðîèçâîäíûõ (3) íà ñìåæíûõ ñòîðîíàõ ïîäîáëàñòåé, 4) ðåàëèçàöèÿ î÷åðåäíîãî øàãà èòåðàöèîí-íîãî ïðîöåññà ïî ïîäîáëàñòÿì. Íà êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ýòàïîâ ïðîèñõîäèòîáìåí èí�îðìàöèåé ñ ñîñåäíèìè îáúåäèíåíèÿìè. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íåêî-òîðîå óñëîæíåíèå àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè íàðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ, ðàññìîòðåííûé ïîäõîä îïðàâäàí, òàê êàê ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äåêîìïîçè-öèþ îáëàñòè, èñõîäÿ èç �èçè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è.Ëèòåðàòóðà1. A. Quarteroni., A Valli. Domain Deomposition Methods for Partial Di�erential Equations //Oxford: Clarendon Press. 1999.2. Â.Ì. Ñâåøíèêîâ "Ïîñòðîåíèå ïðÿìûõ è èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè"// Ñèáèð-ñêèé æóðíàë èíäóñòð. ìàòåì. Ò12, �3. 2009. Ñ.99-109.3. Ñâåøíèêîâ Â.Ì. Ïàðàëëåëüíûå òåõíîëîãèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà êâàçèñòðóêòóðèðî-âàííûõ ñåòêàõ. // Íàó÷íûé ñåðâèñ â ñåòè Èíòåðíåò: ñóïåðêîìïüþòåðíûå öåíòðû è çàäà÷è:Òðóäû Ìåæäóíàðîäíîé ñóïåðêîìïüþòåðíîé êîí�åðåíöèè (20-25 ñåíòÿáðÿ 2010 ã., ã. Íîâî-ðîññèéñê). Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 2010. Ñ. 238 � 241.4. Â.Ï. Èëüèí Ìåòîäû è òåõíîëîãèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. // Íîâîñèáèðñê: ÈÂÌèÌ� (ÂÖ) ÑÎ�ÀÍ. 2007.
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