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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé äâóìåðíîé òåîðèè
óïðóãîñòè â îáëàñòè ñ ðàçðåçîì. Íà ðàçðåçå çàäàíû óñëîâèÿ îäíîñòîðîííåãî îãðà-
íè÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ÷àñòè îáëàñòè ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé, ò.å. èìååò çàäàííóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ îáùåãî
âèäà äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî âîçìóùåíèÿ îáëàñòè ïîëó÷åíà ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðàëà
ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðó âîçìóùåíèÿ.

Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé äâóìåðíîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè â îáëàñòè ñ ðàçðåçîì. Íà âíåøíåé ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíû îäíîðîäíûå
óñëîâèÿ Äèðèõëå; íà ðàçðåçå � óñëîâèÿ îäíîñòîðîííåãî îãðàíè÷åíèÿ (óñëîâèÿ íåïðî-
íèêàíèÿ [1]). Êðîìå òîãî, â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè ω0 èñõîäíîé îáëàñòè ðåøåíèå èìååò
çàäàííóþ ñòðóêòóðó, à èìåííî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âàðèàöèîííîì âèäå � â âèäå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
ýíåðãèè íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ íåïðîíèêàíèÿ íà ðàçðåçå è èõ ñóæåíèå íà ω0 ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì ïåðåìåùåíèåì â
ω0.

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � âûâåñòè ïðîèçâîäíóþ èíòåãðàëà ýíåðãèè ïî ôîðìå îáëà-
ñòè. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ îáùåå âîçìóùåíèå îáëàñòè, çàâèñÿùåå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε.
Â âîçìóùåííîé îáëàñòè îïðåäåëÿòñÿ èíòåãðàë ýíåðãèè, òàêæå çàâèñÿùèé îò ε. Çàòåì
âû÷èñëÿåòñÿ åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî ε ïðè ε = 0.

Â ðàáîòå [2] âïåðâûå â òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå èññëåäîâàëàñü çàäà÷à î
ðàâíîâåñèè óïðóãîãî òåëà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì è òðåùèíîé. Äëÿ ëèíåéíûõ êðàåâûõ
óñëîâèé íà ðàçðåçå â [3] áûëè ïîëó÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî ôîðìå îáëàñòè â äâóìåðíîé
òåîðèè óïðóãîñòè, à â [4] äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûâåäåíà ïðîèçâîäíàÿ èí-
òåãðàëà ýíåðãèè ïî äëèíå ïðÿìîëèíåéíîãî ðàçðåçà è ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ïðåäñòàâèìà â âèäå èíâàðèàíòíîãî èíòåãðàëà ïî íåçàìêíóòîé êðèâîé.

Ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â çàäà÷àõ îïòèìè-
çàöèè ôîðì óïðóãèõ òåë ñ æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè è òðåùèíàìè, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå
ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè âûñòóïàåò èíòåãðàë ýíåðãèè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C0,1,
ω0 � ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂ω0 òàêàÿ, ÷òî ω ⊂ Ω. Ïóñòü ∂ω0 ñîñòîèò
èç äâóõ ÷àñòåé γ0 è ∂ω0 \ γ0, ïðè÷åì γ0 � êðèâàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé êëàññà C1,1

loc (R
2),

â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé îïðåäåëåí âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè.
×åðåç ν0 îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ âíåøíþþ íîðìàëü ê ω0, à ÷åðåç n � âíåøíþþ åäè-

íè÷íóþ íîðìàëü ê Ω.
Ïóñòü

R(ω0) = {ρ = (ρ1, ρ2)
t | ρ(x1, x2) = Bx+ C, x = (x1, x2)

t ∈ ω0}
∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ÌÊ-222.2010.1).
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� ïðîñòðàíñòâî æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé, ãäå B è C� ïðîèçâîëüíûå êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ
ìàòðèöà è ïîñòîÿííûé âåêòîð:

B =

(
0 b
−b 0

)
, C =

(
c1

c2

)
, b, c1, c2 ∈ R;

t îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Ïóñòü U = (u1, u2)

t � âåêòîð-ñòîëáåö ïåðåìåùåíèé òî÷åê òåëà Ω0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
â îáëàñòè Ω \ ω0 âûïîëíåí ëèíåéíûé çàêîí Ãóêà, ñâÿçûâàþùèé ìåæäó ñîáîé òåíçîðû
äåôîðìàöèé {εij(U)} è íàïðÿæåíèé {σij(U)}:

εij(U) = 1/2 (ui,j + uj,i) , σij = cijklεkl(U),

ãäå cijkl � êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íîãî è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî òåíçîðà óïðóãî-
ñòè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

cijkl = cjikl = cklij, cijkl = const

cijklξklξij ≥ c0ξijξij, ∀ξ ∈ R2 ×R2 : ξij = ξji, c0 = const > 0.

Íèæíèå èíäåêñû ïîñëå çàïÿòîé îáîçíà÷àþò îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êîîðäèíàòå; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Â îáëàñòè Ω0 = Ω \ γ0 ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ íåëèíåéíóþ ñìåøàííóþ êðàåâóþ
çàäà÷ó:

−σij,j(U0) = fi â Ω\ω0, (i = 1, 2) (1)

u01 = u02 = 0 ï.â. íà ∂Ω, (2)

U0 = B0x+ C0 ï.â. â ω0, (3)

[U t
0]ν0 ≥ 0 ï.â. íà γ0, (4)

στ (U0) = 0, σν0(U0) ≤ 0 íà γ0, (5)

σν0(U0)[U
t
0]ν0 = 0 íà γ0, (6)

−⟨σ(U0)ν0, ρ⟩1/2,∂ω0 =
∫
ω0

F tρ dx ∀ρ ∈ R(ω0). (7)

Çäåñü σν0(U0) = σij(U0)ν0iν0j, στi(U0) = σij(U0)ν0j − σν0(U0)ν0i, i = 1, 2; F t = (f1, f2) ∈
{C1(R2)}2 � çàäàííûé âåêòîð; ⟨·, ·⟩1/2,∂ω0 îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó H1/2(∂ω0) è
H−1/2(∂ω0); ñêîáêè [·] îáîçíà÷àþò ñêà÷îê ôóíêöèè íà ðàçðåçå γ0.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1) è êðàåâûå óñëîâèÿ (2)-(7) îïèñûâàþò ðàâíîâåñèå
ïëàñòèíû ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì ω0 è òðåùèíîé γ0, ïîÿâèâøåéñÿ â ðåçóëüòàòå îòñëîåíèÿ
âêëþ÷åíèÿ îò óïðóãîé ÷àñòè òåëà. Ïðè ýòîì (4) îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ
áåðåãîâ òðåùèíû äðóã â äðóãà. Îòìåòèì, ÷òî (1) âûïîëíÿþòñÿ â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé,
à óñëîâèÿ (5), (6) � â ñìûñëå äâîéñòâåííîñòè ïðîñòðàíñòâ H1/2(γ0) è H−1/2(γ0) [1, 5].

Çàäà÷ó (1)-(7) áóäåì ôîðìóëèðîâàòü â âàðèàöèîííîì âèäå. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî

H1,0(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0) | v = 0 ï.â. íà ∂Ω}

è ïîëîæèì
H(Ω0) = H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0).
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Ââåäåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé

K0(Ω0) = {U ∈ H(Ω0) | U ∈ R(ω0), [U t]ν0 ≥ 0 ï.â. íà γ0}.

Âêëþ÷åíèå U ∈ R(ω0) îçíà÷àåò, ÷òî ñóæåíèå ôóíêöèè U íà îáëàñòü ω0 ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé R(ω0).

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

Π(Ω0;U) =
1

2

∫
Ω\ω0

σij(U)εij(U)dx−
∫
Ω0

F tUdx.

Òîãäà çàäà÷à (1)-(7) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè: íàéòè òàêóþ
ôóíêöèþ U0 ∈ K0(Ω0), êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó Π(Ω0;U) íà ìíîæå-
ñòâå K0(Ω0), ò.å.

Π(Ω0;U0) = inf
U∈K0(Ω0)

Π(Ω0;U). (8)

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîí-
íîìó íåðàâåíñòâó [1,2]∫

Ω\ω0

σij(U0)εij(U − U0)dx ≥
∫
Ω0

F t(U − U0)dx ∀U ∈ K0(Ω0), (9)

èç êîòîðîãî âûâîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ (1)-(7).
Äàëåå, îïðåäåëèì âîçìóùåííóþ çàäà÷ó. Äëÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ∈ [0, ε0), (ε0 =

const), ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå Φε = (Φε1(x),Φε2(x)), êîòîðîå çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè
Φεi ∈ C1([0, ε0);W

2,∞(R2)) (i = 1, 2) è Φ0(x) = x. Çàôèêñèðóåì ε ∈ [0, ε0) è ïðèìåíèì
êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

y = Φε(x) (10)

ê îáëàñòè Ω. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âîçìóùåííóþ îáëàñòü Ωε = Φε(Ω) c æåñòêèì âêëþ-
÷åíèåì ωε = Φε(ω0), òðåùèíîé γε = Φε(γ0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (10)
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, ò.å. ñóùåñòâóåò x = Φ−1

ε (y), ãäå Φ−1
ε = (Φ−1

ε1 ,Φ
−1
ε2 ) è,

êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ Φ−1
εi ∈ C1([0, ε0);W

2,∞(R2)) (i = 1, 2). Â ýòîì ñëó-
÷àå Ωε = Ω\γε, γε ⊂ ∂ωε.

Àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâó H(Ω0) îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî H(Ωε). Ïðåîáðàçîâàíèå
(10) çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìèH(Ω0) èH(Ωε) [6],
ò.å. åñëè ôóíêöèÿ U(x) ∈ H(Ω0), òî U(Φ−1

ε (y)) ∈ H(Ωε), è, íàîáîðîò, åñëè U(y) ∈ H(Ωε),
òî U(Φε(x)) ∈ H(Ω0).

Ïóñòü νε � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê âîçìóùåííîìó ðàçðåçó γε. Îïðåäåëèì ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé äëÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è:

Kε(Ωε) = {U ∈ H(Ωε) | U ∈ R(ωε), [U t]νε ≥ 0 ï.â. íà γε}.

Êàê è ðàíåå, âêëþ÷åíèå U ∈ R(ωε) îçíà÷àåò, ÷òî ñóæåíèå ôóíêöèè U íà îáëàñòü ωε

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé R(ωε).
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, â òî âðåìÿ, êàê ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè H(Ω0) è H(Ωε) åñòü

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ (10), ìíîæåñòâî äîïóñòè-
ìûõ ñìåùåíèé K0(Ω0) íå ïåðåõîäèò âî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé Kε(Ωε) âîçìó-
ùåííîé çàäà÷è. Äàæå äëÿ ïðÿìîëèíåéíîãî ðàçðåçà òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ íåò [4,7]. Ýòî
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ñâÿçàíî, âî-ïåðâûõ, ñ òåì, ÷òî åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê γ0 íå îòîáðàæàåòñÿ â åäèíè÷íóþ
íîðìàëü ê âîçìóùåííîìó ðàçðåçó γε. Âî-âòîðûõ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñòðóêòóðà
ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé R(ω0) íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè
îòîáðàæåíèÿ (10).

Â âîçìóùåííîé îáëàñòè Ωε ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

Π(Ωε;U) =
1

2

∫
Ω\ωε

σij(U)εij(U)dy −
∫
Ωε

F tUdy

ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé Kε(Ωε): íàéòè ôóíêöèþ U ε ∈ Kε(Ωε), òàêóþ ÷òî

Π(Ωε;U
ε) = inf

U∈Kε(Ωε)
Π(Ωε;U). (11)

Äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, ε0) çàäà÷à (11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U
ε ∈ Kε(Ωε).

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû. Â ñèëó ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ (10) èìåþò ìåñòî
ðàçëîæåíèÿ ïî ε

Φε(x) = x+ εV (x) + r1(ε, x) â R2, ∥r1(ε, x)∥[W 2,∞
loc

(R2)]2 = o (ε)

∂Φε(x)

∂x
= I + ε

∂V (x)

∂x
+ r2(ε, x), ∥r2(ε, x)∥[W 1,∞

loc
(R2)]4 = o(ε), (12)

ãäå

V (x) = (V1(x), V2(x))
t =

∂Φε(x)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

.

Ïóñòü Ψ(x) =
(
∂Φε(x)

∂x

)−1
, òîãäà

Ψ(x) = I − ε
∂V (x)

∂x
+ r4(ε, x), ∥r3(ε, x)∥[W 1,∞

loc
(R2)]4 = o(ε).

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê îáëàñòè Ωε, ïîëó÷èì íåâîçìóùåííóþ îáëàñòü
Ω0 ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì ω0 è ðàçðåçîì γ0. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âçàèìíàÿ îäíî-
çíà÷íîñòü îáëàñòåé Ωε è Ω0 ïðè îòîáðàæåíèè (10) íå âëå÷åò âçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü
ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé Kε(Ωε) è K0(Ω0). Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû (12), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç ìíîæåñòâà Kε(Ωε) â ïðîñòðàíñòâå H(Ω0) åñòü
ìíîæåñòâî

Kε(Ω0) = {U ∈ H(Ω0) | U óäîâëåòâîðÿåò (13) è (14)},
ãäå

[U t]ν0 − ε[U t]

(
∂V

∂x
− r3(ε, x)

ε

)
ν0 ≥ 0 ï.â. íà γ0 (13)

U = Bx+ C + εB

(
V +

r1(ε, x)

ε

)
ï.â. íà ω0. (14)

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäå-
íèé è ôîðìóë.

Ëåììà 1. Ïóñòü U0 ∈ K0(Ω0) � ðåøåíèå íåâîçìóùåííîé çàäà÷è (8), Uε ∈ Kε(Ω0) �
ðåøåíèå çàäà÷è (11), îòîáðàæåííîå íà íåâîçìóùåííóþ îáëàñòü Ω0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε ∈ (0, ε0) ñóùåñòâóþò âåêòîð-ôóíêöèè W 1

ε è W 2
ε òàêèå, ÷òî

U0 + εW 1
ε ∈ Kε(Ω0), Uε − εW 2

ε ∈ K0(Ω0),
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∥W i
ε∥H(Ω0) ≤ c, i = 1, 2. (15)

Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû ôóíêöèè W i
ε (i = 1, 2) ñòðîÿòñÿ â ÿâíîì

âèäå. Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèè èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð ïîäíÿòèÿ ñ ãðàíèöû â îáëàñòü, êî-
òîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Ïîýòîìó ïîñòðîåííûå
ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè.

Äîêàçàííàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü Uε ê U0.
Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥Uε − U0∥H(Ω0) ≤ c
√
ε. (16)

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü bε, b0 � ýëåìåíòû ìàòðèö Bε, B0; c
i
ε, c

i
0 � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ

Cε, C0 (i = 1, 2). Òîãäà ïðè ε → 0

bε → b0, ciε → ci0.

Ëåììà 2. Ïóñòü

P0 =

(
∂V

∂x

)t

H0, Q0 = θB0V, W0 = P0 +Q0,

ãäå ñëåä ôóíêöèè H0 íà γ0 ðàâåí [U0] è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H
1/2
00 (γ0); θ � ïðî-

èçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ â Ω ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî θ = 1 â ω0. Òîãäà

W i
ε → W0 ñèëüíî â H(Ω0) (i = 1, 2). (17)

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà ýíåðãèè. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå êî-
îðäèíàò (10) ê èíòåãðàëàì, âõîäÿùèì â Π(Ωε, U). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâûé ôóíêöè-
îíàë, êîòîðûé îïðåäåëåí íà íåâîçìóùåííîé îáëàñòè Ω0. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Πε(Ω0;U).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ èíòåãðàëà ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðó âîçìóùåíèÿ
îáëàñòè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðåäåë

Π′(Ω0;U0) = lim
ε→0+

Π(Ωε;U
ε)− Π(Ω0;U0)

ε
. (18)

Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå (10) çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-
æåñòâàìè Kε(Ωε) è Kε(Ω0), òî Π(Ωε;U

ε) = Πε(Ω0;Uε), è ïîýòîìó

Π′(Ω0;U0) = lim
ε→0+

Πε(Ω0;Uε)− Π(Ω0;U0)

ε
.

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ Uε ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë Πε(Ω0;U) íà ìíîæåñòâå Kε(Ω0).
Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

Πε(Ω0;Uε)− Π(Ω0;Uε − εW 2
ε )

ε
≤ Πε(Ω0;Uε)− Π(Ω0;U0)

ε
≤ Πε(Ω0;U0 + εW 1

ε )− Π(Ω0;U0)

ε
.

(19)
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 è ëåììó 2, ìîæíî âû÷èñëèòü ïðåäåëû, ñòîÿùèå â ëåâîé è

ïðàâîé ÷àñòÿõ (19), êîòîðûå ðàâíû äðóã äðóãó. Ñëåäîâàòåëüíî ïðåäåë (18) ñóùåñòâóåò.
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Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà, ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ìîæíî
îêîí÷àòåëüíî âûïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

Π′(Ω0;U0) =
1

2

∫
Ω\ω0

A1(V ;U0, U0)dx−
∫
Ω0

div (V fi)u0i−

−
∫
ω0

F tB0V dx− ⟨σ(U0)ν0, B0V ⟩∂ω0 −
⟨
σν0(U0), [U

t
0]
∂V

∂x
ν0

⟩00

γ0

,

ãäå

A1(V ;U,U) = divV σij(U)εij(U)− 2σij(U)Eij

(
∂V

∂x
;U

)
,

Eij

(
∂V

∂x
;U

)
=

1

2

(
∂ui

∂xk

Vk,j +
∂uj

∂xk

Vk,i

)
.
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