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Рассматривается система дифференциальных уравнений, описывающая каталитическую
реакцию окисления CO на иридии:

ẋ1 = 2b1x
2
7 − b2x6x1 − b8x1x2,

ẋ2 = b4x7 − b5x2 − b8x1x2 − b9x2x3 − b12x2x4,
ẋ3 = b2x6x1 − 2b3x

2
3 − b6x3 + b7x5 − b9x2x3 + 2b10x4x5 + b12x2x4,

ẋ4 = 2b3x
2
3 − b10x4x5 − b12x2x4,

ẋ5 = b6x3 − b7x5 − b10x4x5 − b11x5,

(1)

где x6 = 1− x3 − x4 − x5, x7 = 1− x1 − x2 − x3 − x4 − x5.
Детальный механизм, кинетическая схема этой реакции, описываемой системой (1), вы-

ражения для коэффициентов bi, i = 1, 2, ..., 12, приведены в [1, 2].
Областью изменения переменных является множество

W =

{
(x1, . . . , x5) | 0 ≤ xi ≤ 1,

5∑
j=1

xj ≤ 1, i = 1, . . . , 5

}
. (2)

Учитывая, что скорость реакции на поверхности катализатора существенно выше, чем
скорость адсорбции, и константы десорбции малы по сравнению с константами адсорбции, мы
используем при анализе модели следующую иерархию параметров:

b10 > b8 � b7 > b1, b2, b3, b4, b6, b11, b12 � b5, b9. (3)

Система (1) изучается с использованием техники интегральных многообразий [3–5], поз-
воляющей вместо качественного анализа полной системы ограничиться исследованием строе-
ния многообразия медленных движений и качественным анализом систем меньшей размерно-
сти на листах этого многообразия.
∗Работа поддержана РФФИ (проект 09-01-0070) и Сибирским отделением РАН (междисциплинарный инте-
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Сначала пятимерная система сводится к трехмерным, рассматриваемым на четырех ли-
стах медленной поверхности, а затем в одной из трехмерных систем выделяются две быстрые
и одна медленная переменные и исследуется медленное уравнение на медленном параметри-
зованном многообразии (кривой), заданном двумя алгебраическими уравнениями.

Далее изучается геометрия медленной кривой с использованием найденной параметри-
зации. Проведен качественный анализ трехмерной системы на одном из устойчивых листов;
при этом была показана возможность существования решений-уток в окрестности самопере-
сечения медленной кривой [6].

Замена переменных

s = x4 − x5, u = x1 − x2, v = x3 + x4 + x5,

приводит систему (1) к сингулярно возмущенной системе уравнений вида

ẋ = f(x, y, ε), εẏ = g(x, y, ε), (4)

где x = (s, u, v) — медленные, y = (x2, x5) — быстрые переменные, ε = 1/b10 — положительный
малый параметр. Нахождение решения данной системы сводится к отысканию решения вы-
рожденной системы, получаемой из исходной, если параметр ε формально положить равным
нулю; порядок исходной системы равен 5, а медленной подсистемы равен 3.

Интегральное многообразие в нулевом приближении (ε = 0) задается уравнением g(x, y, 0) =
0 (уравнение медленной поверхности).

Имеем систему из двух уравнений, описывающую медленную поверхность (u+ x2)x2 =
0, (s + x5)x5 = 0. Эта система имеет четыре решения: 1) u + x2 = 0, s + x5 = 0; 2) u + x2 =
0, x5 = 0; 3) x2 = 0, s+ x5 = 0; 4) x2 = 0, x5 = 0.

Каждое из решений задает лист медленной поверхности. Следовательно, медленная
поверхность системы (4) состоит из четырех листов S1, S2, S3, S4 :

(S1) x2 = −u, x5 = −s,
−1 ≤ s ≤ 0, −1 ≤ u ≤ 0, 0 ≤ s+ v ≤ 1, 0 ≤ v − u ≤ 1;

(S2) x2 = −u, x5 = 0,
0 ≤ s ≤ 1, −1 ≤ u ≤ 0, 0 ≤ v − s ≤ 1, 0 ≤ v − u ≤ 1;

(S3) x2 = 0, x5 = −s,
−1 ≤ s ≤ 0, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ s+ v ≤ 1, 0 ≤ u+ v ≤ 1;

(S4) x2 = 0, x5 = 0,
0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v − s ≤ 1, 0 ≤ u+ v ≤ 1.

(5)

Неравенства вытекают из ограничений, заданных в (2).
Границами листов Si, i = 1, . . . , 4, являются поверхности s = 0, u = 0, v = 1.
Проведем анализ системы на устойчивом листе S2 (x1 = 0, x4 = s).
Имеем x5 = 0, и медленная подсистема системы (4) в координатах u, v, s примет вид

u̇ = 2b1(1 + u− v)2 − b4(1 + u− v)− b5u− b9u(v − s)− b12us,
v̇ = b9u(v − s),
ṡ = 2b3(v − s)2 − b6(v − s) + b12us,

(6)
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где u = −x2, v = x3 + s, s = x4. Система (6) имеет шесть особых точек

1.u1 = 0, v1 = 1, s1 = 1,
2.u2 = 0, v2 = 1− b4/2b1, s2 = 1− b4/2b1,
3.u3 = 0, v3 = 1, s3 = 1− b6/2b3,
4.u4 = 0, v4 = 1− b4/2b1, s4 = 1− b4/2b1 − b6/2b1,
5.u5 = (R1 −R2)/4b1, v5 = 0, s5 = 0,
6.u6 = (R1 +R2)/4b1, v6 = 0, s6 = 0,

где R1 = b4 + b5 − 4b1, R2 =
√
R2

1 − 8b1(2b1 − b4) =
√

(b4 + b5)2 − 8b1b5. Для существования
особых точек 5, 6 необходимо, чтобы (b4 + b5)2 − 8b1b5 ≥ 0, что выполняется, когда b5 — мало.

Используя иерархию параметров (3), проанализируем систему (6), полагая малыми
b5, b9.

Применив к системе (6) метод интегральных многообразий, сведем анализ системы к
рассмотрению медленной подсистемы, состоящей в данном случае из одного уравнения, на
одномерном интегральном многообразии. Использование метода возможно в силу того, что в
системе имеется малый параметр b9.

Сделав замену переменных τ = b9t, имеем b9u̇τ = f1(u, v, s), v̇τ = f2(u, v, s), b9ṡτ =
f3(u, v, s). Таким образом, система (6) — система с малым параметром, v —медленная пере-
менная, u, s — быстрые переменные; v̇τ = f2(u, v, s) — медленная подсистема на медленной
кривой (при b5 = b9 = 0), описываемой системой двух уравнений

F1(u, v, s) ≡ ka(1 + u− v)2 − (1 + u− v)− bus = 0,
F2(u, v, s) ≡ a(v − s)2 − (v − s) + bus = 0,

(7)

где a = 2b3
b6
, b = b12

b6
, k = b1

b3
. Учитываем,что в данной модели b4 совпадает с b6.

Медленная поверхность является пересечением двух гладких поверхностей (второго по-
рядка) и будет одномерным многообразием (кривой) Γ. В общем случае эта кривая будет
гладкой.

В работе [7] был предложен следующий способ описания кривой Γ (без учета ограниче-
ний (5)).

Введем параметр θ = us. Тогда, обозначив α =
√

1− 4abθ, β =
√

1 + 4abkθ, перепишем
систему (7):

2ka(1 + u− v) = 1± β,
2a(v − s) = 1± α.

Решим данную систему относительно u, v, s:

u
(j)
i =

1

2
(dj ±

√
d2
j + 4θ),

где
d1 = 1

2ka
((1 + β) + k(1 + α))− 1,

d2 = 1
2ka

((1− β) + k(1− α))− 1,
d3 = 1

2ka
((1− β) + k(1 + α))− 1,

d4 = 1
2ka

((1 + β) + k(1− α))− 1,

s
(j)
i =

θ

u
(j)
i

, v
(j)
i = s

(j)
i +

1 + α

2a
, i = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4.

Соответствующие участки кривой Γ будем называть ветвями и обозначать Γ
(j)
i , i =

1, 2, j = 1, 2, 3, 4.
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Исследуя форму медленной кривой, видим, что кривая может быть как несвязным (рис.
1), так и связным множеством (рис. 2).
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Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3

На рисунке 3 приведена кривая Γ, имеющая точку самопересечения при значениях па-
раметров a = 2.5, b = 2, k = k∗ ≈ 1.41104. В данном случае каждая из ветвей Γ

(1)
1,2 состоит из

двух гладких участков, соответствующих значениям θ ∈ [−1/(4abk), θ1], θ ∈ [θ1, 1/(4ab)].
Дальнейшие выводы относительно системы (6) будут основываться главным образом на

численных экспериментах. В расчетах мы полагали значения коэффициентов bi близкими к их
значениям, предложенными авторами модели [1], с тем, однако, условием, что 2b3 = ab6, b12 =
bb6, b1 = kb3.

В регулярных точках медленной кривой Γ имеется медленное векторное поле - проекция
векторного поля системы (6) на касательную к медленной кривой. Это поле определяется
уравнением v̇ = b9u(v−s), где u, s есть результат разрешения системы (7). На рис. 3 показано
направление медленного поля на участках кривой Γ, примыкающих к точке самопересечения.

Мы проверили численно устойчивость каждого из листов кривой Γ. Выяснилось, что
при выбранных значениях параметров каждый из листов устойчив или неустойчив целиком.
На рис. 3 показано направление быстрого поля в окрестности участков кривой Γ, примыкаю-
щих к точке самопересечения.

Аналогичная картина имеет место при близких значениях параметров.
Кроме того мы выяснили, что на устойчивом листе лежит устойчивый стационар u =

−1, v = s = 0 медленного уравнения (на рис. 1, 2, 3 он изображен жирной точкой). Этот
стационар с точностью до малых параметров b5, b9, 1/b10 совпадает как с пятым стационаром
трехмерной системы (6), так и с устойчивым стационаром исходной системы (1), близким к
«угловой» точке x1 = 0, x2 = 1, x3 = x4 = x5 = 0 области W . Этот факт согласуется с резуль-
татами работы [2], в которой доказано существование аналогичного устойчивого стационара в
широком диапазоне параметров.

В быстро-медленных системах возможно появление решений-уток [6, 8–13], то есть тра-
екторий, проходящих сначала вблизи устойчивого, а затем неустойчивого медленного мно-
гоообразия. В окрестности точки самопересечения одномерного медленного многообразия, к
которой примыкают устойчивый и неустойчивый участки, решения-утки возникают в соответ-
ствии со сценарием, предложенным в [6]. Этот сценарий схематично изображен на рис. 4, где
на выделенном кадре изображен фазовый портрет, отвечающий «уточному» интервалу зна-
чений параметров. В соответствии с таким сценарием, происходит, например, возникновение
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решений-уток в исследованной нами модельной системе ẋ = x2 − y2 − a, ẏ = ε(1− x), ż = −z
в параметрической окрестности точки ε = 0, a = 0.

Рис. 4

Сравнивая рис. 1, 2, 3 с рис. 4, мы видим, что выполняются предпосылки для возникно-
вения решений-уток в системе (6), в которой в качестве параметра малости взят коэффициент
b9, а в качестве второго (уточного) параметра - параметр k, меняющийся вблизи значения k∗.
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